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УДК 539.375 М.А. МАРТЫНЕ!! 

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА О МАТЕМАТИЧЕСКОМ РАЗРЕЗЕ 
ПО ГОВЕРХНОСТИ СІАТОГО ЭЛЛИГООВДА ВРАЩЕНИЯ 

Постановка задачи.Решение уравнения Даме. Пусть уп 
пространство содержит внутренний разрез по части поверхне 
сжатого эллипсоида вращения и находится под действием вні 
ооесимметричных оил, приложенных на бесконечности. Предпо| 
что внешняя система сил исключает контактирование поверхні 
рвєреза. 

Рассмотрим задачу в сжатых эллипсоидальных координаті 
вращения ^ ' Ч ' У С 1 ! : 

2 + І Х = С + СССЬ ^ ЭШГ̂  ; ( і ) | | 
(О* (*<«*>; ОіЧіК^Об У42Ж), 

где параметр С определяет полуфокусные расстояния эллис 
да; г , 2 , У - цилиндрические координаты. В элд* 
идальных координатах^азрез расположен на поверхности 5 

\ * $ 0 / ^ ^ 2лг).Упругое пространство разо | 

на две области: внутреннюю V, ( « ? О 4 ^ Ж ) и | 

внешнюю \ / г £ ^ І І Ї ) . 
Уравнение равновесия Ламе [ 2 ] для однородной изотрої) 

ной среды 

2 ~ п г й " ^Л-ъуЬЪОШ'О 

в областях и будем решать методом, излоаенным в 
работе [ 3 ] . Учитывая осесимметричные задачи, введен с л | 
дующие функции: 

где - единичный вектор. Тогда уравнение Ламе в проб 
циях на эллипсоидальные оси координат представим тек: 
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а е _ ! д(51лпъ>) .п. дв . ^ 
— 5 1 

(Лишение системы (и) каходим методом разделения переменных С I ] . 
Оиотема уравнений ( 3 ) относительно цилиндрических проекций 
цктора перемещений имеет вид" 

I 

Чистное решение неоднородной системы ( 5 ) представим через ком-

Аинации функций 8 и СО : 

й г = Э р г * с ц + &Ь$СО$Г}10. 

Решение однородной системы залишем в виде бесконечных сумм от 

произведений функций Дежандра аргументов С5Ь ^ и СоБ^ 

Использовав равенстве 

£ (2п + О Вв Р„ ( I б Ь { ) Рп (сщ) СОЭГ! = 
( 7 ) 

Г В П , П Рй_< (сзЬ^) + йЦп*1)Ря 

п*0 
а также некоторые функциональные соотношения для функций Ле-
жандра с соседними индексами, после ряда преобразований полу-
чим решения уравнения Ламе в области V) в виде 

(О ~ г си 1 Р Л с о ^ ) . 

п=о 1 

С 8) 
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Х ^ - Й п . О В ^ i s h ^ ; ^ ' - i f B ^ - A J ; 

Л п - S M c h f р ; • W n n M . ' f - 2 J S b i ] P n ; V n H s l 

. . *ch * Pn • [nche{ - 2 ] рп4; PnK - PnK ( i s h fl, 

где д п , B n - бесконечные последовательности неизвестьы* 
коэффициентов; G- - модуль сдвига материала. Проекции вечтО] 
усилий F n на произвольной поверхности S с заданной норм) 

П. определим из равенства Г 2 ] I ' 

2 G { n +(п yuxd)Ui- ±n*wt и . (9) | 

Рассматривая (9 ) на поверхности ^ - const с нормалью 

а затеи проектируя (9) на оси OZ , OZ, получае» 

h z t - 2 & { 2 ^ ( C h tcos 9 в - sh^ so.^ w ) - ^ M1( 

+ c h ^ c o s f j c o ) : Щ и г f j j 

Ь = - c V c K 2 ^ - s u i 2 f | . Cioj 

После подстановки формул (о ) в (10) приходим к равенствам; 

I (i| г to о) _ _ 

h 2 f t = I o [ X J 1 n + V n P n ( c o s 7 ) ; 

a " s г . .to е> - Pn (coS 1) . „.« оГзп p °4n J n ( n H ) (II 

Pn
1; ^ n c h ^ n H ) s h ^ P n + c b ^ P n

1 ] ; f3 n=n(n+ i)P„-

(12). 

Выражения для проекции векторов перемещений г усилий в облас-
ти У г получим из ( 8 ) , ( I I ) путем взаимной замены функций 
•Лежандра первого рода Р п ( ^ Ь ^ ) функциями Лежандра второ-
го рода Ф п ^ ^ У ) , неизвестных коэффициентов Д п , В л -

коэффициентами С„ , !)„ , неизвестных Д п , - выра-
V12' V/« 1 , ч 

жениями Л п , . При проектировании равенства С9) на 
оси 0 2 , ОХ необходимо учесть направление внешней нор-
мали. 

Приведение задачи к системе парных уравнений. Бесконеч-
ные последовательности неизвестных коэффициентов внешней в ВНУ1Ч 
ренней задачи будем находить из следующих условий: 

э 0 * 4 < ц л ) (13) 

( ^ 0 , Ъ ' Ч 4 * ) (14) 

Условия (14) соответствуют требованию непрерывности полей на&-
ряненв! и перемещений на поверхности эллипсоида ( ^ = ) 

вне разреза ^ 1 о 8 { к ^ Ч ) ~ известные фун»-
ции,псренесекнке на поверхность резреза соглзсно принципу Бю-
кнера С ^ ] . Ьаписызая проекции ьекторлз усилий в областях 

V , . V , в виде равенства ( I I ) и удовлетворяя условию 
непрерывности полей напряжений не всей поверхности ^ - , 
а затем используя свойстве ортогональности функций Лежандра 
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на промежутке [ О . Т Г ] , приходим к системе алгебраических: 
уЮ и С »/'г) ч/й) ,, , уравнений отнооительно л п , у;, , Х п » ^п • Реш«( 

эту систему, например, относительно X * I У*" , получи 

где - П (п + 1)сН V, Сп(РИ) ( О / - БЬу. ( ) 2 -

- с М п 0^ 3 - 2 ьь Го(р; )2; « ( Щ о ) ; 

- п ( п + 1 ) 5 ^ Р„ <]п1 - 2 - И д Ч п 1?0 Я! Со; Р п ' Р > > 
Выражения для 1/ г г неходим из путем взаимной зс 

ны функций Р п и . Заметим, что определитель системы 
ни при каких действительных ^ > 0 в нуль не обращается. 

Если учесть соотношения ( 1 5 ) и представить цилиндричео! 
проекции вектора перемещений в области в виде рядов по 
функциям Лежандра с неизвестными коэффициентами А п , 
е затем удовлетворить условиям ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , то придем к следуя^ 
взаимосвязной системе парных уравнений относительно Хп , Ун 

_ к _ Г Л - Г / ' с + Л 1 Р п ( с о $ 1 } = 0 , 

где С , 4 = п ( п + 1 ) 0 п - 1 Ь ^ о о ! С 2 1 - п ( п * 1 ) р 1
п ; 

. ^ п ( П + 1 ) 2 С Ь ^ [ п 5 Ь ^ о 0 П - < 4 , О; ] ; < £ = <?* ; 

Ь 0 = е У с Ь 2 ^ 0 - ЯЛ2/^' . 

Выражения Р к п ( ^ о ) определяются равенствами ( 1 2 ) . 
Решение взаимосвязной системы парных уравнений. Взаимо-

связную систему парных уравнений ( 1 6 ) будем решать, опираясь на 
приведенные ниже разрывные суммы и абелевые интегральные пред-
ставления для полиномов [ I ] и функций Лежандра [ 5 ] , [ б ] г . 

I Р, (со$п) Эсп^ t = 1 •;; л ш П + У2 •, 

п*а П(П*1) 2 2 32 ' 

Р ( с о 5 п ) = - ^ [ 7 с о з ^ х ^ х ' М 
"1 Г 7Г ] \2cosx-2cosn ' 

0 О I 
Л В К ^ а ) _ _ 2. Г зтх 5Шпхах 

П(п+1) З П ^1пг^2со$х~2соъг1 

где Н | 1 - Г | ) - функция Хезисайда. 
Согласно методу, изложенному в рабо'^ах [ 5 } ' , [ 7 ] , вве-

дем интегральные операторы от двух вспомогательных функций: 

^ 1 [ х > „ + ^ - С , С М СП 5|0 о 
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где У / І ) и . т - непрерывные функции вместе со 

ми производными на отрезке . Если подчинить 

цию интегральному условия 

| ? 0 Ш ) с о 5 І С І̂ = 0 , ( 

то на основании разрывных сумм <17) интегральные операторы 
-М 7Ш 
1П , 1 п удовлетворяют толдественно последним ДВІ 

нениям системы (.16). (}) 

Решая систему (18) относительно Хп , и входя 
полученными'соотношениями в первые два уравнения системы (Д 
получаем следующие равенства: 
0 0 (А |2| _ 

£ о 1 21 п 2 2 п П( П + 1) о Га ' с ' 

где 

т ^ - і с Ь ^ С с Ь 2 ^ Р* р ; - с Ц 0 ( Р „ + р; р п } | 

+ 5Ь\(РП <?; + р'п од ~п(п+1)5И^сЬ^0 рп (]п}; 

+ 2 п ^ 2 п П з | і у + п ( п И ) ( 5 Ь \ - 1)РП 9 „ -
П( П + 1) 

Если воспользоваться интегральными представлениями функция 
Лежандра (17) и в (20) поменять порядки суммирования и интег-
рирования, то придем к системе интегральных уравнений Абеля: 

во 

М 2 т б ш ^ х 5 • 

Суммирование рядов М 2 2 начинаем с нуля, что оправдано 
услоэием (19) , н такле тем, что ГТ1 ! «О . Асимптотическое 

поведение выражение ЛППК прь досхатачнс больших Л иссле-
дуем ни основании асимптотических формул для попарных произве-
дений функций ^.еландра первого и второго рода при П 2-1 : 
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" • ft ' SJ.Z 128.4. j ' 

3t(t2-i) , 3t(t*-№i 
256ÜI 

q y h t T i J ü ' - ö V v z n t f * - Ü ü 
. 2 rfn 

+ jlst t? 

Г ( п » у 2 ) 

где р - гкаергеометрическая функция; Г(х)- гамка-фуищ 
Заменим, что характерной особенностью приближенных равенот! 
является представление правых частей не по степени II- , а ' 

степеням Л + 1/% » вследствие чего они компактны и уд^ 
для аналитического анализа рядов ( 2 3 ) . Из соотнигвии! (21) 
(24) находим асимптотическое поведение выражении ГГ)„ 
достаточно больших П » 1 : V 

п г й + Ö ß о^;2 = m t 2 ; % « о t с ^ < ; 

r 3 k f i r r d L - ß m A t * ) . a M l z t A _ 3(9m-4) t n 
) 3 2 l m m 21 3 2 1 m ° J ' 

1 / З т П б 1 * , ) . a _ [ 2 0 5 m - 9 6 . б 2 3 д И 6 А 5 ] 

i t 0 = i b t 0 . M 

j,Hu анализа (23) следует, что ряды H«jk расходятся в классе 
оПычных функций и сходятся в классе обобщенных функций [ 9 ] . 

: Коли воспользоваться рядами такого типа [ ю ] : £ 4 c o s i n t s m e l n x - | H f x - t ) , 
Пей 

(26) 

о такке их производными в классе обсбщенншс функций [ 9 ] , то 
суммы (23) мсано представить в виде 

М „ ( х , 0 ^ ' { t - x j + y x , * ) ; 

Не 

<27) М l 1 2 ( x , t ) = а < ! Г ( 1 - э с ) + K 1 2 ( x , i ) ; 

M z 1 ( x , i ) = a & ( t - x ) - K g i ( x , t ) , 

K J x A h a ^ H f t - x j + T ^ t - ^ \ f j l 

+ J n ( - m j c o s ^ x s i . n i n t ; 

j- £ £ -J. ^ CO 
K « ( х Д ) " 7 ' Ч з ~ 0 ) з ] х t < x + f ^ / " V m j c o s ^ x c o s ^ f 

t 

t < x 

К (x t ) = о •£1 1 ' 21 

• со t 

{ Ux К t o [ 2 1 2 ' 
f x t- и 
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-££jmt-mjsLnUnx stnuj . 

Заметим, что коэффициенты в суммах (28) убывают с ростом П. 
как 0(пили 0[п*) . 

Решаем уравнения Абеля (22) согласно формулам обращения 

После этого, учитывая интегралы от обобщенных функций Г 9 7*; 
\{(Х) 6.-(x-t)dx-nT$№ (a<t<i),' 

приходим к следующей системе интегродифференциальных уравней) 

±4>\х) +аУ(х)+{*[к„(хЛт | 

U ( x ) - аЧ>(х)+Ък» (x,t) m + Кг2 (X,t) 
о : 

Г Д е X в 1 
3 f l ] s l i f Ь J j V ^ q d q . 

' TT dx ) \J zcosq - 2 C 0 5 X ' 

' V M z W ] yj 2 с о SO - 2 c o S X • V 2 Со 5 у -г СОБХ' 

Самыхагт систему интегродифференциальных уравнений (31) усло1 

[ « о . 
о г 

Локальное поле напряжений и перемещений вблизи граничной окру 
нос?и эллипсоидального раьрегп, хотя к можно проанализирован 
методом, изложенным в работе [5] , Есе же требует отдельного г.г-елсвания. 
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