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ВИЗНАЧЕННЯ АМПЖГУДНО-ЧАСГОІНОЇ ХА-
РАКТЕРИСТИКИ ВІТРОЗАХИСНОЇ СИСТЕ-
М И З М А Я Т Н И К О В И М ГАСНИКОМ Т И П У 
"ГАНТЕЛЯ" 

ьступ 

У попередній статті авторів [1] було побу-
довано математичну модель динамічної поведін-
ки віброзахисної системи з маятниковим гасни-
ком типу "гантеля". Вказані гасники викорис-
товуються для віброзахисту висотних гнучких спо-
руд та об'єктів з основними (першими двома-
трьома) власними частотами, що належать низь-
кочастотному та середньочастотному діапазонам 
(0-15рад/с) . Найбільш небезпечними вимушени-
ми коливаннями для таких споруд та об'єктів є 
коливання поперек вітрового потоку (повітряний 
резонанс) та вздовж вітрового потоку (повітряна 
пульсація) [2-4] . В цих умовах динамічні гас-
ники є основним засобом підвищення надій-
ності споруд та їх довговічності [5—8]. 

Деякі технічні переваги гасників типу "ган-
теля" полягають у більш широкому робочому діа-
пазоні їх функціонування (0-15рад/с) порівня-
но з котковими гасниками (до 2рад/с). Проте їх 
розміри по вертикалі дещо більші, ніж у котко-
вих гасників, тому їх використання в кожному ок-
ремому випадку повинно обумовлюватись відпо-
відними конструктивними обмеженнями (особ-
ливо у верхніх точках висотних споруд - для 
найнижчих власних частот). Разом з тим, ці роз-
міри набагато менші, ніж розміри традиційних 
маятникових гасників (на підвісі) [7, 8]. 

Попередній аналіз динаміки віброзахисної 
системи з гасником типу "гантеля" [і] показав, 
що в області резонансних частот рівень дина-
мічних навантажень на несучі тіла при опти-
мальному настроюванні параметрів гасника мож-
на значно зменшити. Але оптимальне настро-
ювання параметрів гасника можливе тільки при 
встаношіенні амплітудно-частотної характерис-
тики (А.ЧХ) досліджуваної віброзахисної систе-
ми. Отже, визначення АЧХ віброзахисної сис-
теми з маятниковим гасником типу "гантеля" є 
актуальною практичною та теоретичною зада-
чею. 

Постановка задачі 

Розглядається динамічна поведінка віброза-
хисної системи з маятниковим гасником виму-
шених коливань під дією зовнішнього гармоніч-
ного збудження Д і ) = Г0 5Іп((В ґ) (рис. 1). Конст-
рукція запропонованого для дослідження маят-
никового гасника має вигляд гантелі з нерівни-
ми зосередженими масами на її кінцях, причо-
му більша маса М знаходиться на нижньому 
кінці гантелі, а менша маса т - на верхньому 
( М >т). Маятник АВ закріплено шарнірно на 
несучому тілі масою М0 у точиі О. Довжина 
плеча А О нижньої частини маятника дорівнює 
Ь, а довжина плеча В О верхньої частини - І. 
Вважається, що плечі АО і ВО жорсткі й нева-
гомі. Настроювання маятника здійснюється дос-
татньо просто за рахунок зміни мас М і т, а та-
кож довжин І і /. Поглинання енергії гасником 
здійснюється за рахунок сил тертя в сферично-
му шарнірі О. Демпфірування в сферичному шар-
нірі О моделювалось за допомогою в'язкого 
демпфера з коефіцієнтом в'язкого опору Сф. 

Несуче тіло може рухатись тільки вздовж 
осі ОХ і цьому рухові перешкоджає пружний 
елемент із коефіцієнтом жорсткості к та в'яз-
кий демпфер із коефіцієнтом в 'язкого опору 
Сх. Останній демпфер введено для врахування 
демпфірування, зумоштеного силами внутрішньо-
го тертя в матеріалах вертикального ствола спо-
руди. Рухоме несуче тіло моделює конструкцію 
або споруду з приведеною масою М0, яке слід 
захистити. 

Дослідження, яке проводиться в даній стат-
ті, пов'язане з побудовою рівняння амплітудно-
частотної характеристики вказаної віброзахисної 
системи без накладання обмежень на кути від-
хилення осі маятника від вертикалі. 
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Рис. 1. Віброзахисна система з маятниковим гасником типі 
"гантеля" під дією зовнішнього гармонічного збуджен-
ня F(t) 
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Мета дослідження — побудувати рівняння 
АЧХ віброзахисної системи з маятниковим гас-
ником типу "гантеля" як при малих кутах від-
хилення осі маятника від вертикалі, так без 
врахування малості зазначених кутів. 

Побудова рівняння АЧХ досліджуваної 
віброзахисної системи 

У статті [1] були отримані нелінійні дифе-
ренціальні рівняння руху системи, що розгля-
дається, у такому вигляді: 

(1 + V + ц)х0 + 2 пхх0 + сод*,) + 

+ />(Ф БІП ф - фСОБф) = Т70 5Іп((0?) , 

х 0 соб ф = дір + 2я,„ф + ^ з іп ф. 

(1) 
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де V = 

к 

' М 0 ' 

І 

М 
Мп 

т 
Щ і^о = 

д = 

Д = МЬ -ті; р = 

г 
2п= — ф д ' 

А м0 
д 

Мп 

2пг 
X • 

М0 

І = МЬ2 + ті2; 

Структура цих рівняннь цілком узгоджу-
ється із структурою рівнянь, отриманих у фун-
даментальній праці [9], в якій одним з авторів 
детально досліджувалась кінематика та динамі-
ка коткових гасників вимушених коливань. То-
му в цьому дослідженні використаємо підхід, роз-
роблений у зазначеній праці [9]. 

Розкладемо в ряд Тейлора тригонометрич-
ні функції біпф та собф і утримаємо по два чле-
ни ряду для кожної функції. Після цього під-
ставимо отримані двочленні відрізки рядів у рів-
няння (1), (2). В результаті матимемо 

(1 + V + ц)х0 + 2пхх0 + Шохо + 

ф - ^ - І ф 2 - / > 1 1 - 2 - ф = / , 0 8ІП(шО, (3) ф 

і с і 0| 1 
2 Л 

= я'ф + 2л_ф + g 
У 

(4) 

У даній статті розглядаються усталені ко-
ливання системи. Для побудови рівняння АЧХ 
досліджуваної віброзахисної системи викорис-
таємо метод осереднення Рітца [10, і І]. В ос-
нові цього методу лежить припущення про те, 
що середнє значення віртуальної роботи, яка ви-
конується під час руху всіх елементів системи 

При застосуванні методу осереднення Ріт-
ца вважають, що наближений розв'язок задачі 
про вимушені коливання механічної системи 
для кожної незалежної узагальненої координа-
ти Х,(!) можна подати у вигляді скінченного 

ряду: 

Х,(() = У Л,/Ці,(!), (5) 
/=і 

де ці і - деякі базові функції часу, які вибира-
ються з умови задачі та специфіки руху системи; 
Ду - вагові коефіцієнти, які визначаються з ті-
єї умови, що середнє значення віртуальної ро-
боти за один період дорівнює нулю. 

Зазвичай, для достатньо точного усталено-
го розв'язку задачі обмежуються одним-двома 
членами ряду (5). Тут для кожної незалежної 
узагштьненої координати виберемо такі функ-
ції: 

х0 = Дфі(С) + А2ці2(0 = А 5Іп(со/ - а), (6) 

Ф = + В2ці2(ї) = ВыпЫ - (3), ( 7 ) 

де ф)(/) = віпСсо/); ф2 (0 = соб(ш/) . 
Після підстановки формул (6) і (7) у рів-

няння (3) і (4) дістаємо таку систему рівнянь: 

2пхА(л со$((й/ - а) - (1 + V + ц)ш2Л 8Іп(шґ - ос) + 

Ащ 5Іп(соі - а) + рВг&2 В' БІП (ю Ґ — (3) 

БІгДшҐ - (3)С082(Ш/ - р ) 

+ рВ(й' 
п2 

= Fo 5ІП (со /) . 

8ІП(соГ - {3) 

(8) 

^ш2хіп(со/ - а) В2 -
1 - ~ - 5 і п Ч а > ґ - р ) 

= дВ(й 5Іп(со/ - Р) - 2«ф£аз со5(й/ - р) • 

В' 
-ёВ 1 -5ІП2(©/ - Р ) 5ІП(ЮҐ - Р ) . (9) 

Зробимо перетворення рівнянь (8) і (9). До-
множимо пі рівняння спочатку на 5Іп(соґ) і про-
інтегруємо їх у межах від 0 до 2л. Потім те саме 
інтегрування виконаємо після домноження заз-

/ 

2 г 
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начених рівнянь на cos(m/). Після відповідних пе-
ретворень дістаємо чотири алгебраїчно-тригоно-
метричних рівняння: 

(ш о - (І + v + c o s а + 2пхА(л c o s а + 

+ рВсо 2 cosp 
4 \ 

8 4 8 

2nxAcocosa - (аз о - (1 + v + ц)со? )Л sin а -

— р В о sin р 
В2 В і _ 
8 4 8 , 

^cozcosa - AS 2 co 2 f ^ cosa + ^-s inps in(a - Р) |̂ = 

= В cos р 

(П) 

2 g B ^ 
8 J 

Av? sin а + АВ2оо2 f - c o s ( a - Р) - - sin а І = 

- 2«ф5ш sin р , (12) 

З 

= В sin р q<s>-g + й . 
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2 Л 
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Для виведення рівнянь (10)—(13) були ви-
користані такі проміжні формули ( у = соґ): 

2т 

jsin2n+1(4/ - P)sin(v)<fy = c o s p / ( n +1) , (14) 
о 

2к 
Jsin2"+1 (у - p ) c o s = - sin рУ(й +1) , (15) 

2 я 
j s in (vp - a)sin""(v)/ - p)sin\(;Jy = 
o 

sin P sin(P - a ) J { n ) + cos(2p - a ) J ( n + 1), (16) 

Домножимо рівняння (12) на з іпр , а рів-
няння (13) - на созр , після чого віднімемо від 
другого перше. В результаті дістаємо таке рівнян-
ня: 

= Fo , (10) 
sin(a - р) = — 2 Л ф 5 

Лсо _ в 1 ) ' 
" 8 ) 

(18) 

Наступний крок - домножуємо рівняння 
(12) на соеР, а рівняння (13) — на зіпВ, після 
чого додаємо отримані співвідношення. В ре-
зультаті маємо 

В 
cos(a - Р) = 

2 gB 2 Л 

8 

(19) 

Після деяких перетворень над рівняннями 
(18) і (19) матимемо перше рівняння, яке зв'я-
зує амплітуди А і В: 

^ Щ В ^ І В ) 
(20) 

8 

= 1 -
В2 

Наступний крок — знаходимо друге рівнян-
ня, що зв'язує амплітуди А і В. Піднесемо до 
квадрата рівняння (10) і (11), після чого додамо 
їх. При проміжних перетвореннях (які не наводи-
мо) використаємо рівняння (18) і (19). В резуль-
таті дістаємо шукане рівняння: 

jsin(v); - a)s in2"( i | / - p)cos \\id\y -
о 

= s'm(p - a ) cospJ (n ) - sin(2£ - a ) J ( n +1) , (17) 

т, ч Ч . 2 я , ч , т 1 • 3 • 5 •... (2п -1) 
де а и ) = кт-\х)сІх = 2п — . 

І 1 

Після цього виникає задача виключення 
зайвих змінних В, а, р та знаходження функці-
ональної залежності амплітуди А усталених ви-
мушених коливань несучого тіла від частоти со. 

А 

-2ВУ5(В,ш) 
ЩВ) - і х « ) ^ ^ ! 

со 2ЩВ)_ 

Q'(co) + (2пхи>У 

В2 В4 

, (21) 

де Ч М В ) = і - - В д ю ) - Рв<ьгчА(ву, Ш = 
8 48 

= СОо - (1 +• V + [л)ю2. 

Після вилучення амплітуди А несучого тіла 
з рівнянь Щ » і '(її4; тіажгеми т ш / М чпглЩяг 
їч'не рівняння відносно неявно заданої функції 
В - В(со) у такому узагальненому вигляді: 

Ф(В(а), со) = 0 . (22) 

с-
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Точний розв'язок рівнянь типу (22) віднос-
но В = б(ш) знайти неможливо, але їх можна роз-
в'язати на основі наближених числових методів 
у потрібному діапазоні частот із використанням 
сучасних пакетів прикладних програм. Після чис-
лового встановлення залежності В = В(со) з форму-
ли (21) остаточно визначаємо шукану амплітуд-
но-частотну характеристику А = А(а>) віброзахис-
ної системи з маятниковим гасником типу "ган-
теля" в нелінійній постановці. 

Для отримання АЧХ віброзахисної системи 
в лінійній постановці в рівняннях (20), (21) слід 
покласти 4 \ {В) = ЩВ) = Ч» 4 (Я) = 1 і ЩВ, со) = 5 -

- дсо2. 

Результати числового експерименту 

Для ілюстрації проведемо числовий експе-
римент для трьох випадків: 1 - для віброзахис-
ної системи з гасником із врахуванням неліній-
ностей; 2 - для віброзахисної системи з гасни-
ком без врахування келінійностей; 3 - для сис-
теми без гасника. Параметри системи та зовнішнє 
навантаження були вибрані такими: І = 1,0 м ; 

/ = 0,422м; ц = 0,06; у = 0,02; ш 0 = 3 р а д / с ; «ф = 

= 0,44 м/с ; пх = 0,03 с ч ; Р0 = 0,02^. Перші чоти-
ри параметри були визначені оптимальним чи-
ном для віброзахисної системи без врахування 
нелінійностей за відомими методиками [10, 11], 
останні два параметри — відповідно до норма-
тивних документів будівельної галузі [2-4, 12]. 

Порівнюючи максимальні значення амплі-
туд для кожної з амплітудно-частотних характе-
ристик, можна відзначити таке. Максимальна 
амплітуда для АЧХ системи з врахуванням не-
лінійностей (рис. 2) у 4,3 рази менша від мак-
симальної амплітуди для АЧХ системи без гас-

ника (рис. 4). При тих же параметрах макси-
мальна амплітуда для АЧХ системи в лінійній 
постановці задачі (рис. 3) у 7,8 рази менша від 
максимальної амплітуди для АЧХ системи без 
гасника (рис. 4). Наведені результати динаміч-
них розрахунків кількісно і якісно підтверджу-
ють існуючі експериментальні дані про істотне 
зниження максимальних амплітуд при викорис-
танні гасників такої конструкції на висотних 
спорудах типу телевеж [7, 8]. 

Крім того, можна відзначити, що макси-
мальні амплітуди для АЧХ системи на графіках 
рис. 2 і 3 теж відрізняються в 1,8 рази, лри-
цьому більшою є амплітуда для віброзахисної 
системи, в динаміці якої враховані нелінійності. 
Отже, оптимальне настроювання параметрів віб-
розахисної системи без врахування її неліній-
ностей приводить до заниження реальної мак-
симальної амплітуди вимушених коливань несу-
чого тіла. При цьому якщо при вибраних пара-
метрах АЧХ системи для задачі в лінійній пос-
тановці має симетричний вигляд (див. рис. 3), 

А, м 
0,3 

2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 3,2 3,4 3,6 З,, (0, с~ 

Рис. 3. Амплітудно-частотна характеристика віброзахисної 
системи з маятниковим гасником типу "гантеля" в 
лінійній постановці 

А, м 
1,5 

2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 3,2 3,4 3,6 3,8 4 
со, с"* 

Рис.2. Амплітудно-частотна характеристика віброзахисної р и с . 
„„„„.„, „ 4. Амплітудно-частотна характеристика системи без 
системи з маятниковим гасником типу "гантеля" із гасника 
врахуванням нелінійностей 
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що характеризує її оптимальне настроювання, 
то АЧХ системи в нелінійній постановці не має 
такої симетрії (див. рис. 2), що вказує на неоп-
тимальність настроювання параметрів системи 
при врахуванні її нелінійностей. Тому опти-
мальне настроювання параметрів системи в рам-
ках лінійної моделі не є оптимальним для сис-
теми в рамках нелінійної моделі. Виходячи з цьо-
го, слід розробити відповідну методику визна-
чення оптимальних параметрів настроювання гас-
ників такої конструкції, яка б враховувала 'їх не-
лінійності. 

Висновки 

Запропонована система віброподавлення ви-
мушених коливань дає змогу значно зменшити рі-
вень амплітуд вимушених коливань несучого ті-
ла і тим самим виключити можливість виник-
нення резонансних явищ у механічній системі. 
Цей висновок кількісно і якісно підтверджує іс-
нуючі експериментальні дані про істотне зни-
ження максимальних амплітуд при використан-
ні гасників такої конструкції. Відзначений резуль-
тат досягається за рахунок оптимального настро-
ювання параметрів гасника на відповідні часто-
ти власних коливань несучого тіла. Регулюван-

ня власної частоти маятникового гасника типу 
"гантеля" слід виконувати за допомогою опти-
мального вибору та настроювання чотирьох ос-
новних його параметрів: т, М, І, Ь. Крім того, 
для реалізації оптимального настроювання гас-
ника необхідно ввести регульований демпфіру-
вальний елемент із змінним коефіцієнтом в'яз-
кого опору. При цьому робочий діапазон власних 
частот (від 0 до 15рад/с) таких гасників шир-
ший, ніж у коткових та маятникових на підвісі. 

Доведено, що оптимальне настроювання па-
раметрів системи в рамках лінійної моделі не є 
оптимальним для системи в рамках нелінійної 
моделі. Тому актуальною залишається розробка 
методики оптимального настроювання парамет-
рів таких гасників із врахуванням всіх її нелі-
нійностей, шо є окремою актуальною практич-
ною та теоретичною задачею, яка буде постав-
лена та розв'язана в подальших дослідженнях. 

Результати цього дослідження можуть бути 
використані розробниками та проектувальни-
ками віброгасників вимушених коливань ви-
сотних споруд і об'єктів спеціального призна-
чення при розробці їх конструктивних рішень 
та в процесі вибору їх оптимальних характерис-
тик настроювання. 

З.П. Легеза, С.В. Гузенко 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНОЙ ХА-
РАКТЕРИСТИКИ ВИБРОЗАЩИТНОЙ СИСТЕМЫ 
С МАЯТНИКОВЫМ ГАСИТЕЛЕМ ТИПА "ГАНТЕ-
ЛЯ" 

На основе разработанного одним из авторов ме-
тодологического подхода найдены уравнения амп-
литудно-частотных характеристик для нового 
класса виброзащитных систем с маятниковым га-
сителем типа "гантеля". В качестве иллюстрации 
приведены некоторые результаты численного экс-
перимента над полученными уравнениями. 

V.P. Legeza, S.V. Guzenko 

DETERMINATION OF AMPLITUDE-FREQUEN-
CY CHARACTERISTIC OF VIBROPROTECTIVE 
SYSTEM WITH PENDULOUS ABSORBER OF A 
"DUMB-BELL" TYPE 

The equations of the amplitude-frequency characte-
ristic (AFC) for a new type of vibroprotective sys-
tems with pendulous absorber of a "dumb-bell" type 
have beer, determined or. the basis of methodcio-
gic approach developed by one of the authors. So-
me results of the numerical experiment over the 
obtained equations are presented as an illustration, 
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