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Класи збіжності в теорії радів Діріхле 
(Представлено академіком HAH України Ю.О. Митропольським) 

оо 

For the Dirichlet series F(s) = ^a n exp($A n ) , 0 ^ An t +oor with the abscissa of absolute 
n=0 

convergence A € (-oö, +oo] and for some continuous positive functions a and ß, the conditions 
A 

on a„, under which f < +oo, M {a) = sup{jF(or + i<)| : t Є R}, are established. 
J p{o) 
OQ 

: . OO 

L Ж. Валірон [1, с. 18] показав, що якшо ціла функція- f[z) = має порядок р Є 
п=0 

0, оо) і належить до класу збіжності, тобто 
і 
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ведливими є і наступні теореми. 
Теорема 3. Нехай показники цілого ряду Діріхле (і) задовольняють умову Inn = 

0{\ ft), п —оо, а р Є (0,+оо). Тоді для того, щоб виконувалось співвідношення (3), необ-
хідно, а у випадку, коли послідовність (xn (F)) неспадна, і достатньо, щоб 

Х ) ( А п - А л - 1 ) | в я | ^ < + о о . , (9) 
1 

Теорема 4. Нехай р Є (1,+ос), а показники цілого ряду Діріхле (1) задовольняють 
умову Inn = CHAj/^"1*), n —> do. Тоді для того щоб 

°° In M {a, F) 
' < +00, / 

необхідно, а у випадку, коли послідовність (xn(F)) неспадна, і достатньо, щоб 

< +00. * 

Теорема 5. Нехай р Є (0,+со), а показники абсолютно збіжного в півплощині {s : 
Res < 0} ряду Діріхле (1) задовольняють умову 

- — In Inn p , 
lim - — < n-+oo In An P + 1 

Тоді для того щоб виконувалось співвідношення (5), необхідно, а у випадку, коли послі-
довність (xn(F)) неспадна, і достатньо, щоб 

Р+1 
(10) £(An - An_i) i ^ j f 1 J < +оо. 

Т е о р е м а 6. Нехай р Є (0., +оо), а показники абсолютно збіжного в півплощині {s : 
Rqö < 0} ряду Діріхле (1) задовольняють умову Inn = 0 ( lnA n ) , n —> оо. Тоді для того 
щоб 

/ ° \n+M(a,F) J v ' da <+оо, 
г|2 ЄХр(р/[<7|) 

-1 

необхідно, а у випадку, коли послідовність (xn(.F)) неспадна, і достатньо, щоб 
. і 

2 
< +00. 

Неважко побачити, що у випадку виконання умови (2), співвідношення (4) рівносильне 
співвідношенню (9), а співвідношення (6) — співвідношенню (10). Нарешті, наведений в 
п. 1 результат із [3] легко випливає з наступної теореми. 

Теорема 7. Нехай функція Ос і послідовність (Ап ) такі, як в теоремі 2, а ряд Діріхле (1) 
мас нульову абсцису абсолютної збіжності. Тоді для того щоб , 
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обхідно, а у випадку, коли x n ( F ) f 0, n —> оо, і достатньо, щоб 

.. f l n + M 

Виникає природне запитання, як зміняться співвідношення (4) і (6), якщо умова (2) не 
яконується. Відповідь на це запитання вимагає певного уточнення нерівності Харді [4, с. 
89]. Крім того, в даній статті розглядаються значно загальніші співвідношення, ніж ті. 
зо визначають наведені вище класи збіжності. 

2. Як і в [5], нехай Lq — клас неперервних додатних зростаючих до +оо на [0 ,+ос) 
рункцій а таких, що а( (1 + о(1))х) = (1 + о(1))а(я) при х —• -Ьоо. Наведемо спочатку такі 
їві загальні теореми. 

Теорема X. Нехай а — вгнута на [xoj+oo) функція і ос{ех) Є L°, а функція ß Є 
Задовольняє умови xß'{x)/ß{x) ^ h > 0, х € [яо,+оо). і 
Ш. •• 

+со 
" а(х) 

ß ( x ) d * < + оо. (7) 

Щрипустимо, що показники цілого ряду Діріхле (1) такі, що Inn — о(Лпа - 1(/?(Ап))), 
оо. Тоді для того, щоб 

R ï : +00 

ф. 
f̂ i-v-
Шеобхідно, а у випадку, коли послідовність (xn(F)) неспадна, і достатньо, щоб 

Щ ї ' ОС / 1 1 \ + Г ° d r r 

Е М Л п ) - 4 Х - Ш ( ^ Ш — j < +00, Ä ( x ) - ш 

Щ,- П=1 X 

Й'^Теорема 2. Нехай функція а така, як в теоремі 1, а функція ß Є L0 задовольняє 
(7) і xß'(x)Jß{x) — 2 ^ h > 0. X Є [жо,+оо). Припустимо, що показники абсолютно 

Ша-
Шіжного в півплощині {s : Re 5 < 0} ряду Діріхле (1) такі, що 

Р . Е 5 ^ < х . ' (8) 

"~>оо Ід А« 

W.ooi для того щоб 
Ш M (а к F)) , 

12Я/1/І ' \\ d a < 

[необхідно, а у випадку, коли послідовність (х^і**)) неопадна, і достатньо, щоб 

' f > { A n ) - а { \ п - \ № ( ї ^ Т ї ) < 

Î: Єт * ч 

Легко побачити, що функція а ( х ) = х не задовольняє умови теорем 1 І 2. Проте спра-

во 
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/ l-^r-dr < - = » * { I / M I : W = 
1 

f > n | ' / " < + o o . 
n= 1 

П. Камсен [2] узагальнив цей результат на випадок цілих (абсолютно збіжних в С) рядів 
Діріхле 

оо 
F {s) = ûo + a-n exp s\fi) s = a + it, (1) 

n=l 

з невід'ємними зростаючими до -Ьоо показниками Лп. Він показав, що якщо 

0 < Л ^ Л п + і - Л л ^ Ж + о о 0) (2) 

і і 

X n ( i ? ) der l n K I - l n ^ . l t + 0 0 1 п ^ оо> 

Afl-rl An. 
то для того, щоб 

оо 
Jç~^\nM(a,F)da < +оо, M(a,F) = sup{\F(a + Й)| : t € Щу (3) 
0' ; 

необхідно і достатньо, щоб 
00 

. S > n | p A n < +00. (4) 
n=l 

Ю.М. Галь і М.М. Шеремета [3J перенесли результат Камсена на ряди Діріхле, абсолютно 
збіжні в півплощині {s .: Res < 0}. Вони показали, що якщо ряд Діріхле має абсцису 
абсолютної збіжності аа = 0 і виконується умова (2), то для того, щоб 

о 

J \а\р-1 іп+ М(с7, F)da < +оо, 0 < р < +оо, (5) 
- і 

необхідно, а у випадку, коли xn{F) f 0, п оо, і достатньо, щоб 

^ J a 
А„ ë m ^ - ' • се) 

П—1 

В [3] показано також, що якщо ряд Діріхле має абсцису абсолютної збіжності оа - 0 і 
виконується умова (2), то для того щоб 

и 

1п+ M {a, F) da < +оо, 
- і 
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о 

Ja(lnM(a,F))da < +00, 

<ro 
необхідноf а у випадку, коли послідовність (xn(F)) неспадна, і достатньо, щоб 

У ( W - ° ( А п - і ) _ а (Л„ + 1 - а ( Л „ ) \ ^ ^ < + о о 

\ ^п — Ап„і Лп+Ї — Лп J 

3. Дві наступні теореми описують дешо інші класи збіжності. 
Теорема 8. Нехай функції а і ß такі, як в теоремі 1, але замість (7) виконується 

умова 
+00 

ф ) 
dx < +00. (11) 

іо 
Припустимо, що показники цілого ряду Діріхле (Î) задовольняють умову Inn = 0(Хп), 
,п-+ оо, а послідовність (xn{F)) неспадна. Тоді для того щоб 

-foo ßM 

/ 
ji • '. 
ріеобїидко, щоб" 
I f : - ̂  „ 

c r p n M f a F ) ) 
da < +00. 

xo 

Теорема 9. Нехай функція a т.ака, як в теоремі і. а функція /З Є L 0 з а д о в о л ь н я є 

junoeti t xß,(x)/ß(x) + h> 0, х€ (rco.+oo). Припустимо, що показники абсо-
лютно збіжного в півплощині {.? : Res < 0} ряду Діріхле (1) задовольняють умову (8), а 

•..послідовність (xn(F)) неспадна. Тоді для того щоб 

' ^ Н ) da<+ оо, Г f -
t - J kl 
UV' "о 

2a(ln+ M(a,F)) 

необхідно, щоб 

м ' і і 
g t s p ^ ö - ЦкТ)) b ( r â > < 
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