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Известно, что если
функции / ( а )  комплексного переменного в каждой точке существу­
ет предел

Цель настоящей работы состоит в доказательстве обобщения 
этого результата,а  именно: то же заключение,но с заменой уолс 

; вия ( I )  на .условие существования

Вое понятия и обозначения,используемые в работе без пред­
варительного объяснения,в точности соответствуют принятым в ра­

боте С з  3  . <г>
Т е о р е м а  . Пусть для непрерывной в области си  функ­

ции |(гг )  существует (конечный или бесконечный) предел ^ ( г - )
( 2 ) в каждой точке, исключая не более чем очетное их множество. 
Если он равен нулю на плотном множестве,то £(ь) в  c o n s ^ .

3 а м е ч а н и е . То, что утверждение теоремы и в самой 
деле нетривиально, показывает пример функции 'р(к)+1ч>(У)>
где у»6 0  -  пример Помпейю С23  всюду дифференцируемой
нигде не постоянной функции на прямой, для которой множество 

/ Х ' ¥'(*) = о} всюду плотно; функций здесь осуществляет
к тому же нульмерное отображение плоскости. Конечно, о существо­
вании предела ( 2 ) здесь не может быть и речи.

й т  (1)
К -* о п.

и еоли он на плотном множестве вмножестве в Ю  равен нулю,то -£(%) = соп* 1

( 2)
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Доказательство нашей теоремы будет основано на определен­
ной последовательности лемм и конструкций.

Заметим прежде всего,что в условиях нашей теоремы множест­
во ‘ р О )  -  О }  как множество уровня функции пер

'вого класса имеет тип <Jt  » И К Д 0К ПЛ0ТН0 ® ’ Т°
оно -  второй категории всюду (в Ю  ).Н а нем
а значит d f -  = o .следовательно в окрестности любой точ­
ки из 5Е> вайдется крут,на котором удовлетворяет уоло-

вию Липшица т  ср |еем  д0Казать теорему при допол­

нительном ограничении: -£ €  L  I Р {покажем,как отсю­
да следует ее заключение для всей области д а .  . atrma

Итак, имеем следующую ситуацию: для непрерывной ФУ™““
Ь г) в SD имеем всюду плотное (в  <£> ) открытое мно

« м и п  ГГ В каждой компоненте которого f  * con s t  ,
же во ^  > ср -  Sp) \  существует пре-
причем на оставшемся множестве J  -  ^  ^  "
дел (2 ) .  Продолжим максимально функцто f  о сохранением 
этого свойства; предположение,что , «ы и приведем

противоречию. С р /_ р П1г пНо нрпусто) ** совер-
I b « U  ВСеГО,ОМ1«ШО,ЧТО J  „  пияо,

шенно.далее,если множество J  i  * ■ . J  < р 'в
категории на , то легко выделить порцию J  с/ л  о-
( -  круг в Ж) ) ,на которой выполняется

| - f  (*’) -  f  (* ) >  г '"  ?  I J где

,__ (Т 7 5л  = /(?■) +4-2-  будет голоморфна

f  ^
1«утреннее отображение крута cL c :jD  ; .
очвтш его шопопши в <±. Для обратной функции (w,

I )  обрав ■ F  ( P  ) « г» в нв плотеН с- ’r~I
a) i  квядо! компоиектв открытого множества b 4  *  

фуунцм' ф  (w )  голоморфна;
3) раотяженив
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*L(w) =■ ê i m
$-» Q

(w + i)  — <f > (M/j

существуй в каждой точке V 6  Я Г ' (исключая ее более 
чем счетное их множество) и ограничено (числом 2 ) .

Из всего этого следует,что ф  голоморфна ВСЮДУ в д , 
а потому и &  голоморфна вовду в e t  ,  звачит, голоморф­
ной,а потону постоянной всюду в с£ - будет f  но это п р ° м -  
воречит условно ыаксямальйоств множества J  ио _
отношению к этому свойству.

Итак, » « . « » о  J P { t  : 
pas на J P .  Но тогда множество N  -  ZT { <***]-
вошду второй категории на « Я  я представимо в виде;

л / - ^ \

« .  Т “ “ ' 1 4  ê  д а 1( > И |

Так как е $ ?  -  м и н у т *  С 3 3  ) ,* о  можем считать, что
на некоторой порции е Я  cl  ( <= Ю  - к р у г )
имеем ^ Р ' <с: S f  ; во тогда прежние раосуждения относительно 

от/?.') применимые в данном случае к функции J - ( t )  —
= # г )  + 2 ^ с н о в а  приводят к  п р о ти в о р еч и в о  свойствам макси­

мальности открытого множества £У ~
Таким о б р а з о м ,нам осталось доказать теорему ври дополни-

" “ Ï I E T E U  » « ■ ~  ,
в £ >  то она является R. -дифференцируемой почти вскщу( в Л ) .

£ 3 J } .Заметим'так s e ,  что предел (2) существует в каждой точ­
ке г е £ )  , исключая лишь счетное их множество. Поэтому .пред­
полагая противное,на множестве положительной меры в области Ю 
^ Г т е л ь ш  найдется точка ?  , в которой заполняется следующее.

1) £ ( i )  является R  -дифференцируемой функцией,
2) существует растяжение p ( ï )  (2 ) ;
3 ) не являетоя мовогенйой.
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Если бы это было не так , то .как  легко показать с помощью фор- 
мулыГрина,- / О )  была бн голоморфной,а значит, и постоян-

Н0Й ^Итак^ множество моногенности 7 7 1 » функции -#?) в точ­
ке £  представляет собой окружность о центром в начале коорди-

й ' |^ |  « • ь
С 3 к м »  полоштелыяе « о » . Л , А т  в.т.о..еи.ой о т

такие, что <х+Ь <  ] ^ |  й / х а ; 1 . £ 5 :  Тогда
Рассмотрим фувкида «£■(*) = ^ е ) + а й  +  & й- . 

все производные числа функции Ш  в точках множества вто­
рой категории в- £>  (а  именно, таи где 
дут равны ( а  -  6  )  >  О , поэтому в каждом круге * * >
мы сягноен найти точки локального гомеоморфизма отображения 
г ° Г ^ )  причем гомеоморфизма с положительной степенью(так 
как якобиан его в точках,где £  Гг) =  О } _равен ( а  )  
Заметим,что якобиан отображения $ ( г )  в точке *  отрица 
трлрн ( .1 ( ? . ? = ) <  О )• в силу выбора чисел о., в -  иоэто- 
Г Г о л н о  ш д е и т ь  вел,охов аамкнутое нигде не плотное «н о*ео ,- 
”  ф ~ г >  такое, что в каппой компоненте открытого мно­
жества отображение «нляетоя
внутренним о положительной локальной степенью. ^

Поскольку якобиан и ( * ,Ю  в точке г- е  
нулю(является отрицательным) .то  отображение / Т е )  является

я о о ,ь » Ш г )  ™ ё «  Г Мрассмотрим крут о с- ^Л  
-  <1 и < Г э н ?  . где Я ^ З - а ) -

П о м » е » .« о  образ с т и и и  : ОТР! “ " " Г Г ' £>В самом деле,предполагая противное,най»« то,ну
и V /' р ( Р )  так как отображение </•(*; в с* 
внутреннее,то,как известно,

> О
кг)

где ТУ*) -  локальная степень отображения С 5 1



С другой стороны, поскольку И точка &
изолирована в множестве &" £(%)  > т0

cLcfi- (р )  W )  =  -  {  }
HD STO противоречит тому,что степень отображения З З Д  В КРУ

ге £  . д а » ”“ “и ь  ”00™ ™ й ® 1  все компакт,не шрциГ * ■
■ *“„№ »; ї ї н " “ й  L o p »  и г * ,  не п л о т е н .» .™ »  являится, 

« а л и и » ,  порции «ера нуль: ведь липмцево отображение и так е
множества отображает также на множества меры нуль.

В Результате останется некоторое непустое совершенное мио- 
" -лп-вп <Р С: с: eÖ обладающее тем свойством,что образ каж-

S  ero 4 и ш Л е  я в ^ е ’тся н 4 е  не п л о т н ы м и  из предыду­
щего следует.что каждая его порщ я ш^еет

Обозначим образ J- (J„) черє<і j \  Д  тттщс-
„™пак,С>..ш.ание некоторого открытого ^ П”
кости).Оставшееся докааательствс сведем к цепи лемм.которне
будут^представлять И^самостоятельпий^интерео.^ - наддется

Р cz Р  всюду второй категории(в Ja ) такое,что
= Г т ° о , І  1 1 U  ~ е т  б=  _ д ь -

ность точек { £ п }-  ( .
Ф К < Р с  ДЛЯ КОТОРЫХ J -  ( г п)  =•  J ' t i » ) -

її о к а з а  Т е Л ь С т в о . Обозначим через £ >  ««°~
гг « ^  —плоскости, каждой из которых соответствует

»ество точек в V/ (точки ветвления
не более чем Р точек дополнения $0 V J 
с т а е »  кратними).Тогда ясяо .чтс имеем JF -с^  =

„о в г : л —  *  - » »
- L o e .  тогда

кашее некоторый открытый круг К . . . ,

ГВ ^Построим теперь"такие окрестности r f -
■ V - /  А/ ) точек в дополнении ^  ро»,
раз каждой из них являлся фшссироваишш кругом І .  -



в точке \л/„ и чтобы

<= & ) \ 'Я  ( а  =1 , 2 , . . . ,  Д / ) (3)

Возможность такого построения легко следует из свойств внутрен­
них отображений.

По условию значение у/„ принимается функцией 3~(%) в не­
которой точке £•„ £ §1 , Поэтому так как -  ниг­
де не плотно В и ,в  силу (3 ) , лежит вне множества

У ^ ( г ч) 5 то существует последовательность точек 
* ъ’т £  <£) \  ( М = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  сходящихся к точке

2^  Поскольку ЭГ(ъ.) -  непрерывная функция,то \м̂ = ^
и , начиная с некоторого номера Упау точки пдоадут во 
внутрь круга Л . . Это означает,что если уу  ̂ -  одна из таких 
точек,то ей должно соответствовать по крайней мере точек
из дополнения » 0  \  !Р  ̂ что противоречит определению точки 

\у„ и числа Д /.
Полученное противоречие и доказывает,что каждое из множеств 

( р  = 0 ,1 -,2 ,...- )  нигде не плотно на компакте Тогда 
множество I /  -  первой категории в Ц и,следова­
тельно, дополнение г Е  = К \  О - плотное в

" к множества типа 0 - £  . Поэтому прообраз * £  ==.

на $  также является плотным ■> а ,зн ачи т, я всюду вто­
рой категории (на Д р  ) .э т о  множество £  и есть,очевидно, 
искомое.

Лемма тем самым доказана.
Л е м м а  2. Множество ]-{ точек плотности на $1 -  

всюду второй категории (и,конечно,полной меры).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость леммы следует 

из того,что множество

$  -  { ь е Я .  : ^ ( ^ < ? ( у о )
Я--г* ^  ’ . *

( $  = 1 ,2 ,3 , . . . )  замкнуто при любом £  } где круг
| £ ' -  £■) •$ ■% } а так К0К каждая порция ^  -  положитель­

ной меры, то 'У» нигде не плотны на



Рассмотрим конечное открытое покрытие ОКРУЖНОСТИ |тёь|:= { 
равными дугами длины 6 " ( ©*>о -  произвольное,не фикси­
рованное число){соответствующие им углы с вершиной в начале 
координат = о обозначим через с о  ( £_ = у,

&»*/ 2“.  )*Угол сО^_ снесенный параллельно в точку 2  
будем обозначать через со^. ('£•),

Рассмотрим теперь множество £  из леммы I  и обозначим 
через подмножество его точек таких,что если 5 -, £  £>о_
то найдется последовательность ^ ^

л « ‘ * *• ;  щ€(£>''Р)пьЭ,(л\( •$ =1 , 2 , . , . ) ,  для которой , £ • ( £  )  _
Ясно,что а. . Из доказательства лем­

мы I  легко следует, что каждое ' -  типа (~г£ (но плотными
они могут оказаться на различных порциях ) . Ясно,также, 
что одно из £ 3. -  плотно на некоторой порции Чтобы не
вводить новых обозначений, будем считать,что этой порцией явля­
ется все множество *5̂  а систему координат выберем так,что­
бы бисоектриса угла совпадала о положительным направле­
нием вещественной оси; £ «  и ео$_ обозначим соответствен­
но через £ „  и СОо •

Обозначим через V ,  .О -  открытые углы раствора б ',
биссектрисы которых соответственно лучи ссга  =а ££  ■

«я* <7 ” * а
т > а ^ г > 0 .
Л е м м а  3 . Из найдется множество точек $  вто­

рой категории таких,что для каждой £-0 е  существует
последовательность , * е  у .  .  
а также последовательнаоть Д . ,  у , ~ в > с » )

I ‘ £  *>N3» , Э.* /а  1Л^ /  л
г . ,  Г (г - . )  = Г ( г , ) .  ’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем снова ;что дополнение 
к множеству £  -  множество первой категории.

Обозначим через с.  ^  множество точек & со
следующим свойством: какова бы ни была точка г 1 £  У ( ? )  ^  ^

|  5 - ' -  2; | < 4- соответствующая ей последователь-

нссть ; <=(®\<Р)пи>о(г')  /
не содержит точек внутри утла _0 _ (%) .

Легко видеть,что -  замкнуто; так что если их
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объединение -  не первой категории,то найдется порция’ =
~ 3$ п *£а Х о і0 -  КРУГ, с . Д )  ) , которая содержится

В ОДНОМ ИЗ ,9 :т .

Так как множество &в <= всвду второй категории,то 
по лемме 2 найдем точку £ £ о плотности ^  . Значит,кроме 
то го , существует последовательность { < }  Є со .

,  3 = (-* ї)  =  -2Г(/'^ Г /) . * ° '
Для удобства возььем -4~ -  окрестность точки --у'''" в

все дальнейшие построения будем проводить именно в ней.
Обозначим через ш\ / 1 вертикальный угол по отношению к 

V  и пусть £. с= V і ( ^ ґ )  -  луч.пересекающий $
по линейному множеству О £. Ї для которого
точка является точкой (односторонней) плотности .

Для каждой точки построим угол _<Г2. .
Объединение и  ( '■ у ') еСТЬ открытое мно-

жество .
Поскольку граница -  липшвцева кривая, пересекавшая

и- по множеству і^Р с точкой плотности } то есть ' 
касательная к Э  &.  Другими словами,наіїдется такое -^а 3 что 
объединение _  і/ £2. (~г~) ' содержит часть

правой полуплоскости п  * ”  п  .  ограниченной
сверху лучом ( С у С е >  П е  в 5

ДО это означает, что іГ і. . содержит всю пооледователь- 
ность /  -*1% —V } 3 потому найдется точка

і  =  для которой угол ( ~ ^ )  содержит
точки последовательности ^  5 а так как точка для

- З ^  лежит внутри V  (’■'?",) 5 то получим противоречие.
Этим доказательство леммы исчерпывается. /
На основании лемма 3 найдется множество с :  <5  ̂ второй 

категори чн а. ^  ) с указанным там свойством; так как ^
положительной меры,то несчетно,поэтому найдется точка

^  6 7 > В К0Т0£,0Й сУ“ієствУет
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^ ( 2 о) ~  £.1.пп 
А -* о

£  -  4 ( 2 с

Покажем,что это невозможно.
В самом деле,пусть бисоектриса угла .О .  есть луч

<ХЧ.^  £. =  ёк • угол А / ( г о) содержит ПОСЛеДОВаТСЛЬНОСТЬ
точек '{■& „} ; с  <р э . д. таких,что для каждой
из них пересечение • "

ч *» « О .  Л * )  л Л . ( % )  оодеРкет точ- 
У & п ■) ^ ( 2 п )  — ^{.^„) =: С (| ) 2:'„ 9.-0 ) крОг'й

того , в силу выбора точки найдется последовательность

' { ■ '< ' } ) < 6 б О . { & , ) п М , < - *  Ц дяя котвдой ^  ) =
“  *3̂ С ^  о

Еыбевем последовательности } ,  { ’£ „ }  3 {*£„ }  ток,
чтобы они имели определенные полукасательнке в точке -£а 

Имеем:

(~*п) ~ Со — ^ )  -тг О- -± £

& ( * > ) - { ( * * )

Получаем:

- а .- %  -  + Св +  а  5 . +  <■>£,
2« -*п го

= « е  г ‘ * ; ,
где

Отсюда имеем:

1 ^ 1

"^Г 2:»

6 *

& Ю 7
-* £с

и

а  +  % ( с о *  г«с -  <1 ^ с п  £«*.) -  у  ( л  +  ёсс$ 2 +$2-ЦпЧк=

II



=  У ~ а . а +  < £ а €  +  £ *  +  ( -  ^  +  ^ - 9

=• а - е - З  +  О  ((У ) ;

где 0 ( 0 } -величина порядка б " .
Далее:

. . £ ( * « )  =  с и = ^ ( г » )  +  л а Л + б а п ,

« Р  ( £ - „ )  =  С « , = '  - ^ ( 2 . о )  +  й ^ о  +  ё  5 -0  .

= £ ( т  С . - С .  _  ( а _ е £-*Ч
4«-* г„ - -  ■&<. г.в-»г„ ^

«ди м ел  =  А
существует; таким образом» имеем

& »>  =  Д  -  о. +  £  < г г:(4 =
€ Ч-* 4о *4  ~ 4о

• = А ~ а + &  ( с ^ 2 р  -  6 2 р )  =

=  А " а + ^ ^ - ^ + -  +  с +

=  Д -  а  ■+■ О С < Г ) .
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Наконец = с в = 4  ( а « )  +  а  а»  + ' * * * ,

=  Со =  4(*■*) + &Ъо -+ ё г , .

Отсюда 

t in ^
а ^ а . = А - %  е , ( * * * > - ( * ■ > И е - и г )

™ и « !  > |г 1* Т
Итак, получаем

£ ы  4<*'-)-?ь-) __ А
й я *  2.о ^

А
Т г

С  4 £  -  о. +  £&-
-гг Г .

-  £  ( ^ + 0  ( с о # У  + 1 4 1 П ф )  — А - И& ( о о Ц у - ! . Л п 2 т ' )

А
~ д~ У +1) -<х + 1 & +  0  ( б " ) .

Поскольку в точке 2г. существует предел (2) и 0(6") —
величина порядка СГ где -  фиксированное малое число,
то

| А - а . +  £ | =: а + £  +  0 ( б ,) )

Пусть А  =  А  н + 1 Д г^ о г д а

(а + ̂  )2 -ь О (С) = Д* + а г + * * + 2  4 ^ - 2  к . ь - Ы  + к

(л + 6) '  + 0 (<Г) = А' + А г а
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+ - 1 + ф -+• - ь А г |  +  а *

Откуда; / д*  *  А *  + £  А 1 £  -  2  А *  О. = Ч  а. & +  О  ( з )

|А <  + Д г ~ 2 а .Д ,  + 2 а  Аг +  2 4 ^ - » - 2 Л ^ =  (4 )

Из последнширавенств получаем;

Л ,  =  0 (< г).

Итак,-подставляя выражение для Д  в первое равенство 
из ( 4 ) ,получаем следующее: 4

■ А $  + 2 & 1 1 - 2 А 1 л  - Ч л &  + 0 ( ( г )  = 0 ;

А?- + 2 4 ,  -  у а £ ^ - 0 ^ = о ;

К г  =  ( а -  & )  ±  *  О  ( « ■ ) ) .
Дусть теперь Угол ^ 7 .  (% .) имеет в качестве биссектрисы 

луч с и г £ , ?. -  , В силу леммы 3 можно выбрать последо­
вательность [$ * } -* & . тэк,чтобы она имела определенные
полукасательные в точке ^  и 1  £  О / л  л л
Вычислим растяжение в этом случае,используя наеденные выражения 
для А-, и Д

Итак, 1

6i.ni Л П - ) - ( 1 Ц  _  А  „ Щ - Ч - )  • . .

а 13 , ,
• V А г + у- ^ Дг '+  н / м  Л г ~ я  + | с  + 0 ( 6 - )
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где ^
< Г  > М <

<Г"
£ )

В случае, когда Д  ̂ - 2 Л

1 1гу\ О Д - М . )

~ Йо
ют

имеем

V ( 2  а  +  о  « ? ) )  +

+  0 ( 0  =  +  ^
а А  +  ^ 1 “ Я + ^ +

+

1 <2 а 2, -  лГз" а г +  % * -1- я  €  +  0

" ~ “ 9 В Т0ЧКе ^  П00Т0янн°е * *0  ВД^одад к

2  а г -  \Гз 0'1+ £ 3' +  а £  -*■ О ('&) =  <хг +£  * - к £ а б  } 

а  б  + ^ з  ~ ^ а к +  0 ( е )  =  о .

Так как 0 ( < г )  -  величина малая и Л И Г -- /)  > 0  то 
последнее равенство противоречит выбору числа а. £. *

приходам1^выражению:^ * "  ~ П  *  °  ^  ' Атлот™° '

3 ^
+ . ^ ё 4 - ва г + £ * + г а * + 0 ( б * ) /

Откуда также получаем искомое противоречие, поскольку 
и ( ч )  -  величина малая.

Теорема доказана.
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