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В и вчається  наближеная функцій класів <?$к . заданих на всій осі, уза- 
' я іь в е щ м я  огіррторамй Зигмунда та операторами І'рг .

Зн ай ден і лсим ятоти чні р івн ост і д л я  верхн іх  м еж  відхилень ЦИХ опе- 
• я торій на о  а г а т  Ц.З) яиференш  Повних функцій в р івном ірн ій  метриці.
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О. В. Островська

НАБЛИЖЕННЯ КЛАСІВ НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦІЙ ОПЕРАТОРАМИ
ЗИГМУНДА

В работах ОЛСгепанця (І -  4] введені нові класи І функцій /(•), які 
задані на всій дійсній осі т а й м  чином.

Нехай І р, р > 1, — множина функцій, заданих на всій дійсній осі 1 ,  які 
мають скінченну норму

11/11« =  11/ІІ.м =  евяяир (/ (*)!, тобто /,ІХ, =  М.
Через Ф(г) позначимо опуклу функцію при *  є  [ l ,s » ) ,  lim f (v )  -» 0 , якщо 

v оо і на [0,1] V’(r )  задана так, щоб вона була неперервною, w(0) =  0, а 
f'(v )  =  ф'(м +  0 ) мала обмежену варіацію на [0,оо). Множину таких функцій 
позначимо через *21.

Підмнсяпшу ф Є *3, для яких виконується умова

позначимо через
Нехай ,і — фіксоване число, 0 €  К. В  роботі [1, с. 18 — 19} доведено таке 

твердження;
Якщо ф ь  Ґ , р є  М, то функція

сумовна на 1 ,  при цьому при |т| -» оо ф(і.) = 0(t~ r). Якщо ф € % т  сумоаною 
буце функція ф(1;{)).

Через Ц  позначимо множин, функцій / € L u які майже при всі* -t. ма»*ь 
зображення

V

1 < р <  00,
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іе ! стала і ф £ а інтеграл розглядається як И т [ .  Якш о / Є Ц  1а—*со _̂в.
'Л и , то будемо вважати, ш о / €

Підмножини неперервних функцій із І.рЛ  позначають 
Якшо ф[і) є періодичною функцією та Ц ь)  інтегровна на всій осі, то 

І і І ° ( 0 ,2 * )  =  Ц ,  де Vі — множина 2т-періодичних функцій ф(х), для. яких

I  ф{Г,Л 0.

Я и д о  91 — деяка підмнсшпіа із £.^(0,2тг). то Ь$Щ — =  С *%  Гему,
по аналоги з періодичним вшіадком, кожну функцію, еквівалентну ф(1) в спів­
відношенні ( І )  називають (ф,іЗ) -похідною функції / (* )  і позначають /? {*)• 

Якщо 91 =  М і ІІ/Нй < 1, «> клас неперервних функцій позначають С £ „ ,  
якщо ж / є  І і іЛ І ;  < 1, то такий клас позначають 1$д.

Агрегатами наближення неперервних функцій /(т) є і. зокрема, с ̂  
будуть служити функції и а { їіх )> які будуються таким ЧИНШ [1, 4].

Нехай А -  { А Д «)} — сім’я функцій, неперервних при всіх V > 0,що залежать 
вія дійсного параметра п. Кожній функції / €  співставимо вираз

і ; Л / . * ) - г и / ; * , А )  =
ои *

-  4 Л+ -  ^  Г І{'■’"■ + () j  $(»)А Д*)сов(«< +

'по являє собою формулу підсумовування для інтегралу в (І).

Якшо

<2>

{  1 • ( і ) * ,  0 < »

І  '

, и ч  ® і  <т ,? >  о 
?> > <т

го ( ! )  Називається оператором Зигмунда і позначається т),

/•< •! / т і -  і  / / І ( т + /і / ( ! - ( - ) ' )  '«’і ’’) ««Ч1’* -і- — ; (і» Лі.
(7 \ , I  & *- "

В періодичному випадку при т  = ?! 2 < *'!/ ,г) £ сумою Зигмунда [5] порядку'

<7 - І ■ '
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Якщо А£Г( ї») має вигляд

( 0 < и < 1 ,

М ® ) = {  1 - Р і
І О, V > а,

то (2) називаю® узагальненим оператором Зигмукад і позтчгят, А)*
З умов, накладеній на функцію ф(ь), з  леми [6, 5. 228} *т  та ер еш щ з ? 

£3, с . 118} пре / €  С|і00 ввгошвае, щ о г * { } , х , к ) г  ф ж  #р ощ ® ю  т ш -  
ненціаямнзп» іиііу < а. Для кожної функції / Є С І а, п ш & ш еа р Л / ,г )  ~

Враховуючи співвідношення ( і) і (2), маємо

Однією з основних задач дав введених класів є вивчення яаведінкн шрюйх 
меж відхилень операторів {/„(/, а, А), тобто поведінки величини

. О -1 Степанець [ 1 ~  4] досліджував властивості к л а с ів ^ * * }  та ія к і^ п к г  верх­
ніх меж відхилень операторів Ф; і є  ї'а ( / , х )  на цих класах,

Оператори Фур’є залаюіься за допомогою сім’ї  функцій

де

£е (С $%  и л / .  X, А!)(; -  8ир \\fix) ~ и „(/, X, А)||/;,
І ас* ж

Я гіеріоштаому випадку Р ,{ /, з )  е сумі* Фур’е передку [«*! і



М. Г. Дзимистарі.швілі [7( досліджував поведінку верхніх меж відхилень опс- 
ра >орів Зигмунда, Стеклова. Роготинського від фукюіій класів С|>00 та £-̂  і в 
рівномірній і інтегральній метриках.

В даній робсїгі вивчакггься наближення функиій класів уж гал ьн ен тт  
операторами Зигмуняа. При цьому встановлені оиіики верхніх меж идхшієїїь

а в деяких випадках одержані асимптотичні рівності.
В періодичному випадку Д. М. Бушев [8] досиджував псве.фжу вершія меж 

відхилень сум Зигмунда ка класах С % ,  ■ _  '•
І. Б. Ковальська [9] догяідаувала поведінку величин £ « { ( ? $ 1
і  І   ̂ Г̂ф ̂

" Нагадаємо, що із множини 97! опуклих ш ппш  [1, по) ф у ш ёй  ф(-) Щ х )  - *  0, 
т -*+ ое) в роботі [10] та допомогою функцій

поділено три класи функцій VI * )'

9Кі-: А’і < ці і > < Аз.
(Ш„: Й< /»і О < К'з, А',. А'з » гппкі,

ЯЯ*.,: //<*) монотонно тростає.
Відповідні класи Ш будемо Позначати Йь , Зо» $-< -
Д алі будемо юшдавтовуваге оцінки, доведені з ребогах ПО. є. 59-60 * 4« 

. -212 ї 1* с. 281. Якщо ф €  и «Я», то

Ф )  -  Vі' 1 [§#(*)]'

Т п ф й в І . Нехай 0  ?  К , ф 6  <Я>■ и 'Зи. 7Ь$-' 
якт  іл(&) < а,те

к І "
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жщо ц(а) > о , то

~ Ф { о )  і в ^ ( а )  + 0 ( 1 )  ф (а )  <  £ ,(< ?£„, 2 * )  <

2 0ж 4
“  т ^ Т *  +  ^ ^ (°г) ^0(\)ф (и), а ™* оо.

Дмедвиая.
Приймаючи до уваги (дав. [10]) швкріатніеп» класів <?||00 вушссно зсуву 

арвтмеага, будемо розгладиш />„(/, г)  при з: =  0,
Чр^наши заміну змінних в (4), м аш о

ор со

М / )  ~  ~  ^  $ ( ~ )  J r ( v ) c o о(уі +--1 ) 4ь&  =  ^  +  ] 2ь

 ̂ со / 00 /з
■Л =  у  ^  І  Ф ) ю 8(уі + ~ ~ )4ь(іі =

І * Ор сю

~  -  + (  + і  ) $ Ф  І  Ф )  С0*(гН + 2~) <**

I  /  / Ф )  « * („ «  +  т г ) * * .
-СО и

Вшоргетовуючи оцінку (7), одержуємо

З,- X

Ї І / # Ф ( /  Ц ї | <г,,^ ) с о в ( * І +

+ І  ф{ег) еов(«* + ~  )<& + І Ф ( м )  со п (ь і +  *|  <

*  Ї ^ Л ї ) * " * ! » *  + ^ И - Ю ( 1 ) 0 ( а ) )  а  0 ( і ) ^ ) ,  (9)

ИвїйЙ /і (г?) < аг. Тоді ..маємо



< ф(а) (jt(cr) ~  к) ~ 0 ( 1 )  ф(в) (10)
(15?

1 , ß *(~) / V’(°r) «м(»і + -у) dvdt Я

j  >*(?)
dt :

p l â  “j  .2 _

cos і  sin _  d a l  cos te  ̂  ^  n j .

t

<

ff7 «

К ?).I
зг і / a

dt\ = 0 ( I f # )  (12)

p(cr) , .
« І  і

-  й й і  T V f  ‘  і *'“1 ^ ((с° *  • -  * > + '> * і .
ж ' J  ~ a' t 1

»

-  0( 1) іН» f ^ j j  Ц ,  (ІЗ)
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■ / л!І1 V
(14)•^\J Ш ^ Ц * о т т

Далі,

С 00

/  / ? ф г „ ( * ) Л =  (  j +  / ) Я ф г , ( I R

i l

m )
<? і  .:| ̂  ft(„) J Щ *»#>»)«»(»* + Ç)*»*| = 0(1)У>(<г) (15)

Інтаррочк частинами j  використовуючи оцінку (8)г одержимо 

~ І ^  С 0 8 (« < + ^ > і| ?  +

со

+  I  Ф{аі') œs(vt  +  ~ ) d v 'j A j =  

uw
t 00

+ <Xi £

=  -1  I f ï ( - )  J ^||| ~{é{av)vY sin(vi f  ~  j  dv (if j +v \ J  ■P'-e 
(S)

=  и і\  +  0 ( 1 ) ф ( а ) .

00 * 11 2 

^  ~ r  j  f p y  7  ^ ' ( * * ) î; +  y - )  Л й  +

+ J  / / ! ( “ ) j щ \  J  wiifvt + ~ ) d v d t  (17)



naM ita e u o

4  ~  j i)’{av)cos(vt f  ~ - ) < f w  +

1
■»* ? /J».

+ J  « cos(t>t +  l' - ^ - ) d f ( a v )  ■

I

p  c o s f -  4 - •■— - )  V > ( - )  +  p -  j cos(vt +  - y )  V ; ' ( ' ' ; " )  « * » ) ]  'it:
1 7  fV-r * Vf cos( ?  +  ^ -)
“  / A ^ l -  y ,(i)  «2

^ l £ 2 p i _ f l +  U ’( a v ) M v t + ^ ) d v  +
^  »/>(!) ^ ‘1 *  P  2

+  —  j V roe( « : *  4 -  - i ) # ' ( f f ? , ) j  , / , 8 !

<V»riTn,KH </«'(?; V -#H K ura o6 m(KK««oI Bapiaiijl na (0 ,oo), to

< m » ( |/(,)| V J[*J,

i !Si nwepsmMo

i n ) l I  f^r-~p j vrm(,,i4 T ^ iav)dt\<
A

*  4 m  C £ ■ *  /  W V 9 } ! = o ( i V f ( < 7 ) ;

1  f * { I )  £  f  t ( 0 v) cas(vt +  ^ - ) d v d t \  <
* ri D'l " <r t2 J  *

(19)
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Таким чином, з  (9 )- (2 2 )  маемо

М /> * )  =  \ М ?) I  $ ( ~ )  Л  -

. « г )  I  / Л ‘ ) 5 ! «  +  а 1 л _
5Г / р ' ( ? / 2

. Й 2 1  /  д ф  л  +  о ( , 1 №

^  I яфЩ11«-
•йг^м

« , < # , ,  г ? »  =  , ; Р 1 & 1  I
/ё£| "  *

I  гФ<*\й а§Т

*<Щ<е
5Г / * (7' I

(20)5 1$ г 1 /  ^  £  /  ^ ! Р / {" )|Л = 

^ | / л ± > * * = * ± 4 1 - | - о 0 ) * . *  о . .

^ ) | ? ^ ' (тсо8( Н 1 )<2 . А| =  0 ( 1 )  (22)

гг <{г!х (̂сг)

I  / | ф  у  + 0 ( 1 ) # ? )
*<(*}<*

I I  ■;

Використсвуюч« равтсть (7,31) [10, с . 114]^маемо

£ ,ф } ,т г п <

< -4й ! 1  ) „ « ( « ) +  « г И * 1! !  ! » „  +  о а н * ,  д а ,  

Для тоге, Шоб одержат?! «йнку зягау, розгаянемо фуиойю / * { * ) ,  (#./?)-



похідна якої визначається так:

( + 1 , - 1  < і  < 0 ,ґА*)= і -*> 0 < 4 < и
І 0 , * €  ( -о о ,- 1 |  и [1 ,+ оо).

В цьому випадку функція
ОС

/ *(* )  =  А о+  І  Гр*(х + і)ф(і)<І.І 

<5*де ш и ш ш  класу С |і00. Тоді Із (24) одержимо

г . ( Є » , . 2 » > И Г , « ) !  =  І И |  7  ї ї Ц ± 1 ) і и  

+ 2 ™  Ц ± 1 ) л  +  г | ; ? - £ Л | =

-- Г І 8’11 <т) ІП(Т 4- 0 ( ї}Щ о ) .

Таким чином., із співвідношень (25) та (26) маємо

1\е-т ф[0 ) 1„ а  +  0 ( 1 )  ф{а) <  4 ( С | іК>, 2 ? )  <

< 18іп @1. 1 ід а  4- МІ£/- !•; р і с )  +  0 ( 1 ) $  а) .
V ' І  ' ї ї ‘

Нехай тепер р {е )  > а .  Згідно з  оцінкою (10)^одержуємо 

=  0 ( 1 ) ^«т)

Використовуючи міркування такі ж, як і при одержанні оцінок (11)
ІШМО



Інтегруючи частинами, маємо

- М,*) оо ,, .
~ I $ ф ^ К » ) с 0 8 ( е * + - | - ) & і < Й  =

=  ;  / ? ф [-іщт » " < » '  +  т ) ( » # ’ » > ) ' * '  +

+  & ! « , „ ( , +  ^ , ] й  +

* * ( * )  ОО

+  7  І  со*(уі +  у  М » *  ■ <з»)

Далі, врахувавши (8), одержимо

л ОС ^  ОС

^ ) * > *  1 =

ї і ^ ф [ - / й й т * « - ¥ і "

х (V ф (аи )У  А>| <Л| + О (і)  ф (о ) .

0*Гед авгои  (29) і (ЗО) і використавши вже зроблені « д а т а ,  одаржимо

~| { $ ( 1 ; ) І Щ  7  « о ( г н  і-

4 *| /  8ІЙ(< 1 

= о т { - і |  і  ф і \ Щ ї  « н а  4- ^ і л | .  п »

і  і ї ї Щ - Ч ' л - ,

<ЗД



*<{t|<<y

- f e i  / / ? ( i ) ^ Ü f f i * + O f l , « . )  

= f  m L f M L ± l l d t „
Ж f  ü  Î

ЇГ<|СГ5Д(£Г)

- * < £ .  І  f f ( L } * l ï a  + m i ) « . )

£^gin(l +  Ç )
гг I

„ i . ç f e i  /  д е

>̂ГЖЄ..

е А > т <

< Ä  М < 7 ) +  2É ( ? i  jein Ç ,  h  ff + o n .W -f^

П я и Ш №  /?j{(/)-=.sig».8!n(<rt+& ) ,  де

( і. і > О,
sip? « ~  ; - 1, г <  о,

! о, t =  о.

'« л і фушсшя
<х>

Я * )  =  А> +  I  r $ { z  + l}$ (t)d t

рэяежть- Кйясу < I , ,  .
СИєщлтїо, що

£,{C$'№*Z t) > \ßJJ\Z f}\ .
Із с-тшвідчошеик« (33) одерззшг*



і  ї Е і « ! г і ± 1 ) л | +  o ( i ) * ( . ) _  o s
г& 7Г f

i<  T«I<1

Оцінимо кожен з інтегралів в (35)

І  i sia(g * + ^  d t = ? m t + e t )l а =
і J  1

(*05+4?. , ...... й(*), »

s in i\dt _  і  |_явфЙ , 0 ( 1 ) -  -  m ц{о) + 0 ( 1 )  (36)
t +  u ' ' ^ , r

/ js m ifd t  7

4*+Дг

(даю. [10, с . U 4J). Аналогічно мшага одержати рівннль

?  dt =  І  to f a ) +  0 ( 1). (37)

-Д((7)

ОСКІЛЬКИ функція sign S!b(< + ) ЗМІНЮЄ ЗШК через рівні проміжки, З І  моно­
тонно спадає, то між кожними двома точками, де вона змінює зшйс, ій с ія й ся  
нуль Хі функції

/ sign sin(# 4- Ц- )dt

1  Т ~ ~ ~
(дав. [10, с. 59]) і при Цьому перший нуль справа над к я т  т. -- *  з н а е ш ь с я  
в проміжку [я-,2іг], тобто маємо

11  + _ f )  <  1 1 dt = 0 (1) , (38)

О ш г, з  (3 5 )-(3 8 ) одержимо

-  ' '^ ї  ~ !л /((<?) + 0 ( 1 )  

що і дойоїгй’Т) теорему. . Р

Ияслічо* 1. ЯГшо «(<?) ~  0 ( 1 ) ,  «о  >ч/зу з  -+ оо

£ ,(& « > . z j )  - 2 - (̂-  и® ~ |  in ^ + 0 ( і ) ^ ) .

ІЗ



‘Ьвевеяи. Згідно з (24)

M G t » , # )  =

Я кщ о/*(<?} =  0( 3) ,  то

£,(<%«,, Zt )  <  Щ С~  |гі* f  І Іисг +  0 (1 ) * а ) .

З Fjpyn-ro боку, із (26) маємо

£e(Ct,ao> Z i )  >  - - - - -  la fr + 0 ( 1 ) ^ ) ,

s

l'eepem  2, Впхай sin =  0, Тоді при s  -4  со справедлива- така асгш ш от т па
рівність:

£ A C $ l0a, Z t )  -  “ j  Ц о ) Ы р ( 0 )  +  0 ( 1 )  tb{a) .

J b w w  Ця теерема e наслідком теореми і. Дійсно, з (9)—(3¥> зш ш то® .
чго '

0\ =  М ? )  І  / * ф  dt +  0 ( 1 )  ф М .
’̂ ftfkß(iT)

й п ч п ж т ж і т  результат робота {Ш, с . 114], м е т о  

£ J C ^ , Z f ) =  sup М / ,0 Я  =

-  ~Ф (сг) яяр і [  Л І 4  O f î ) 0 (Vr) -
t  ' ' ' ,»ЙФ Г / ' *7 ' f. î

~'j?,co чг<}<[<д(г)

-  4f !n «(V) f Of î) (̂Vs, (39)
If
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