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ДИСИПАТИВНIСТЬ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ТА ВIДПОВIДНИХ

ЇМ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

DISSIPATIVE OF DIFFERENTIAL AND CORRESPONDING FOR

THEM DIFFERENCE EQUATIONS

Встановленi умови, при яких з iснування обмеженого розв’язку у рiзницевого рiвняння випливає iснування

обмеженого розв’язку вiдповiдного диференцiального рiвняння. Дослiджено зв’язок мiж дисипативнiстю

диференцiальних та рiзницевих рiвнянь в термiнах функцiї Ляпунова.

Detected the conditions under which from existence of limited solution of difference equation follows existence

of limited solution of corresponding differential equation. It is researched connection between dissipative of

differential and difference equations in terms of Lyapunov function.
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1. Вступ. Ефективним методом дослiдження диференцiальних рiвнянь є перехiд до

рiзницевих рiвнянь, якi отримуються з диференцiальних замiною похiдної вiдповiдним

рiзницевим вiдношенням. Але методи розробленi в теорiї рiзницевих схем, дозволяють

в основному встановлювати близькiсть розв’язкiв та вiдповiднiсть властивостей

диференцiальних i рiзницевих рiвнянь лише на скiнченних iнтервалах часу. Питання

ж якiсної вiдповiдностi мiж розв’язками рiзницевих та диференцiальних рiвнянь на

нескiнченних iнтервалах часу досить мало вивчене. Вiдмiтимо в цьому напрямку

роботи [1] - [4], де розглядалися умови збереження властивостей перiодичностi, стiйкостi,

коливностi у диференцiальних рiвнянь при наявностi аналогiчних властивостей у

вiдповiдних рiзницевих рiвнянь i навпаки.

2. Постановка задачi. Розглядається система диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= X(t, x) (1)

i вiдповiдна їй система рiзницевих рiвнянь

xhk+1 = xhk + hX(t0 + kh, xhk) (2)

k ∈ Z , h > 0–крок рiзницевого рiвняння,

xhk = xh(t0 + kh), xh(t0) = xh0 , x(t0) = x0.

Нехай вектор-функцiя X(t, x) визначена при t ∈ R , x ∈ D ( D–деяка область простору

Rn ), t0 ∈ R .

Метою роботи є вивчення питання про зв’язок мiж обмеженими розв’язками систем

(1) та (2) i дослiдження умов дисипативностi цих систем.

3. Основнi результати.
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1) Зв’язок мiж обмеженими розв’язками диференцiальних та рiзницевих

систем.

В даному пунктi будемо вважати, що функцiя X(t, x) в областi R × D є неперервно-

диференцiйовною i обмеженою разом зi своїми частинними похiдними так, що:

|X(t, x)|+
∣∣∣∣∂X(t, x)

∂t

∣∣∣∣+

∥∥∥∥∂X(t, x)

∂x

∥∥∥∥ ≤ C0.

Приведена нижче теорема гарантує iснування обмеженого двохстороннього розв’язку

системи (1) при умовi, що система (2) має такий розв’язок.

Теорема 1 . Якщо iснує h0 > 0, що при 0 < h ≤ h0 система (2) має рiвномiрно по

t0 i h асимптотично стiйкий, двохстороннiй обмежений розв’язок xhk , що лежить

в областi D разом з деяким ρ-околом, тодi система (1) також має обмежений

двохстороннiй розв’язок.

Доведення. В силу умов теореми для довiльного ε > 0 (ε < ρ
2
) iснують, незалежнi вiд

t0 i h , δ > 0 i T > 0 такi, що якщо

∣∣xh0 − yh0 ∣∣ ≤ δ, (3)

то ∣∣xhk − yhk ∣∣ < ε

2
, при k ≥ 1 (4)

∣∣xhk − yhk ∣∣ ≤ δ

2
, при kh ≥ T. (5)

Виберемо k0(h) так, що T ≤ k0h ≤ T + 1 . I, оскiльки, система (2) має для кожного

h ≤ h0 обмежений розв’язок xhk , то iснує C1(h) > 0 , що

∣∣xhk∣∣ ≤ C1(h), ∀k ∈ Z.
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Нехай x(t) – розв’язок системи (1), який в точцi t0 збiгається з розв’язком

системи (2) yhk , де yhk задовольняє умови (3), (4), (5), тобто

yh0 = x(t0). (6)

Виберемо крок h таким чином, щоб виконувалась нерiвнiсть

heC0(T+1)[1 + (C0 + C2
0)(T + 1)] ≤ δ

2
. (7)

Тодi, як випливає з [5, с. 384], для розв’язкiв систем (1) та (2), що задовольняють

умову (6), справедлива оцiнка:

∣∣yhm − x(t0 +mh)
∣∣ ≤ δ

2
, m ≤ k0, (8)

якщо вони визначенi на вiдрiзку [t0, t0 + k0h] .

З (4), (5) та (8) отримаємо нерiвнiсть

∣∣xhk0 − x(t0 + k0h)
∣∣ ≤ δ.

Надалi будемо розглядати вiдрiзок довжини k0h ≤ T + 1 . З iнтегрального

представлення x(t) – розв’язку системи (1) отримаємо оцiнку:

|x(t)| ≤ |x0|+
∫ t0+t

t0

|X(s, x(s))| ds, t ∈ [0, k0h].

Звiдки

|x(t)| ≤ C1(h) + δ + C0(T + 1) (9)

Отже, розв’язок системи (1) – x(t) , що починається в δ -околi xh0 , в момент k0h знову

попадає в його δ -окiл, задовольняючи при цьому нерiвнiсть (9), при умовi, що x(t)

визначений на вiдрiзку [0, k0h] . Покажемо, що цього можна досягти вибором достатньо

малого кроку h .
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Виберемо ε > 0 таким, щоб точки з ε-околу обмеженого розв’язку xhk системи (2)

лежали в областi D разом з ρ
2
-околом. В силу умов теореми такий вибiр можливий. А

тому розв’язки системи (1), що починаються в такому ρ
2
-околi продовжуються влiво i

вправо на iнтервал довжини не меншої нiж ρ
2C0

. Виберемо h таким, щоб виконувалась

нерiвнiсть (7) i нерiвнiсть h < ρ
2C0

, та зафiксуємо його.

Тодi розв’язок x(t) , що починається в δ - околi xh0 продовжується на iнтервал [0, ρ
2C0

] ,

а в точцi t = h в силу (8) виконується нерiвнiсть:

∣∣x(h)− yh1
∣∣ ≤ δ

2
,

де yhk – вказаний вище розв’язок системи (2).

Отже точка x(h) лежить в областi D разом з ρ
2
-околом, а тому розв’язок x(t)

продовжується до точки 2h i x(2h) також лежить в D разом з ρ
2
-околом. Продовжуючи

цей процес, переконуємось, що x(t) визначений на вiдрiзку [0, k0h] .

Тепер розглянемо наступний вiдрiзок довжини k0h ≤ T + 1 — [t0 + k0h, t0 + 2k0h] . На

ньому x(t) , аналогiчно попередньому, задовольняє нерiвнiсть

|x(t)| ≤ C1(h) + δ + C0(T + 1).

Позначимо через ŷhk – розв’язок системи (2), що в момент k0h його початковi данi

збiгаються з початковими даними розв’язку x(t) :

x(k0h) = ŷhk0 .

Тодi, аналогiчно попередньому, будемо мати нерiвнiсть

∣∣xh2k0 − x(2k0h)
∣∣ ≤ δ.
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Продовжуючи далi цей процес, отримаємо, що на кожному вiдрiзку довжини k0h

справедливою буде оцiнка:

|x(t)| ≤ C1(h) + δ + C0(T + 1).

А в моменти pk0h розв’язок системи (1) – x(t) не виходить з δ -околу обмеженого

розв’язку xhk системи (2). Звiдси випливає його обмеженiсть при t ≥ t0 .

Таким чином для довiльного t0 ∈ R нами побудовано обмежений розв’язок x(t)

системи (1) при t ≥ t0 . Побудуємо тепер обмежений на всiй осi розв’язок x(t) цiєї системи.

З вище сказаного випливає, що всi розв’язки диференцiального рiвняння, якi

починаються в δ -околi розв’язку xhk , задовольняючи нерiвнiсть (9), при t = k0h попадають

знову в його δ -окiл. А тому обмеженi розв’язки x(t) диференцiального рiвняння, якi при

t = −k0h починаються в δ -околi точки xh(−k0) , при t = 0 попадають знову в δ -окiл

точки xh(0) .

Аналогiчно можна показати, що всi обмеженi розв’язки системи (1), якi при t = −pk0h

починаються в δ -околi точки xh(−pk0) , задовольняючи нерiвнiсть (9), при t = −(p−1)k0h

знову попадають в δ -окiл точки xh(−(p− 1)k0) .

Позначимо через Sp – множину значень розв’язкiв системи (1) в точцi t = 0 , якi при

t = −pk0h лежать в δ -околi xh(−pk0) . В силу вище сказаного, ця множина не порожня

для довiльного натурального p i при цьому справедливе включення Sp ⊂ Sp−1 . За своєю

побудовою множини Sp складаються з образiв розв’язкiв рiвняння (1) в точцi t = 0 , що

починаються в точцi t = −pk0h . Вiдображення, що породжує Sp , є неперервним в силу

неперервної залежностi розв’язку вiд початкових даних, а тому Sp замкнутi (як образи

замкнутих множин при неперервному вiдображеннi). Оскiльки вони також i компакти, що

лежать в δ -околi xh(0) , то їх перетин непорожнiй.
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Нехай y0 – точка спiльна для всiх Sp .

Розглянемо тепер розв’язок диференцiального рiвняння x(t) , що x(0) = y0 . Даний

розв’язок за своєю побудовою продовжуваний влiво i при t = −pk0h належить δ -

околу xh(−pk0) для довiльного натурального p , де xhk – обмежений розв’язок системи

(2), що фiгурує в теоремi. А тому вiн необмежено продовжуваний влiво i задовольняє

нерiвнiсть (9). А значить є обмеженим. Його продовжуванiсть вправо i обмеженiсть при

t ≥ 0 очевиднi. Теорема доведена.

2) Дисипативнiсть рiзницевих систем.

Нехай розв’язки системи (1) визначенi при t ≥ 0 . Розглянемо питання пов’язанi iз

дисипативнiстю систем (1) та (2). Дисипативнiсть систем (1) та (2) будемо розумiти в

сенсi наступних означень.

Означення 1 . ([6]) Система (1) називається дисипативною при t ≥ 0, якщо iснує

число R > 0, що для довiльного r > 0 iснує T = T (r, t0), що розв’язок x(t, t0, x0) системи

(1) такий, що | x0 |< r , t0 ≥ 0, при t ≥ T задовольняє нерiвнiсть

|x(t, t0, x0)| < R.

Означення 2 . Систему (2) назвемо дисипативною при k ≥ 0, якщо iснує R(h), що

для довiльного r > 0 можна вказати T = T (t0, r, h), що розв’язок системи (2) xhk при

kh ≥ T знаходиться в кулi радiуса R : xhk ∈ UR , якщо xh0 ∈ Ur .

Означення 3 . Систему (2) назвемо рiвномiрно дисипативною по h ≤ h0 , якщо в

означеннi 2 R та T не залежать вiд h.

Наступний результат є аналогом умов дисипативностi систем диференцiальних рiвнянь

в термiнах функцiї Ляпунова [6] для систем рiзницевих рiвнянь. Має мiсце теорема.
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Теорема 2 . Якщо система (2) для кроку h > 0 має невiд’ємну функцiю Ляпунова

Vh(t, x), визначену в областi t ≥ t0, x ∈ Rn , таку, що:

1. виконується умова

inf
k∈Z+; |x|≥R

Vh(t0 + kh, x) = Vh,R →∞, R→∞. (10)

2. Iснують C = C(h) > 0 та C1 = C1(h) > 0 такi, що

Vh(t0 + (k + 1)h, x+ hX(kh, x))− Vh(t0 + kh, x) ≤ −C(h)Vh(t0 + kh, x)h+ C1(h)h,

то система (2) дисипативна для даного h > 0, при умовi C(h)h < 2.

Якщо ж в умовах теореми V (t, x), C1 та C не залежать вiд h i спiввiдношення

(10) виконується рiвномiрно по h ≤ h0 , то система (2) рiвномiрно дисипативна.

Доведення. Нехай xhk розв’язок системи (2), що xh0 = x0 ∈ Ur . Тодi

Vh(t0 + kh, x+ hX((k − 1)h, x)) ≤ (1− C(h)h)Vh(t0 + (k − 1)h, x) + C1(h)h

для довiльного k ∈ Z+ .

Звiдси отримаємо, що

Vh(t0 + kh, x+ hX((k − 1)h, x)) ≤ (1− C(h)h)Vh(t0 + (k − 1)h, x) + C1(h)h ≤

≤ (1− C(h)h)2Vh(t0 + (k − 2)h, x) + C1(h)h(1− C(h)h) + C1(h)h ≤ . . . ≤

≤ (1− C(h)h)kVh(t0, x0) + C1(h)h
k−1∑
i=0

(1− C(h)h)i ≤ (1− C(h)h)kVh(t0, x0) +
C1(h)

C(h)
≤

≤ sup
|x0|<r

Vh(t0, x0)(1− C(h)h)k +
C1(h)

C(h)
.

Тому iснує T = T (r, t0, h) таке, що при kh ≥ T виконується нерiвнiсть:

Vh(t0 + kh, xhk) ≤
C1(h)

C(h)
+ 1. (11)
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З (11) в силу умови (10) випливає доведення першої частини теореми.

Доведення другої частини теореми очевидним чином отримується з першої з

урахуванням рiвномiрностi по h ≤ h0 спiввiдношення (10).

Наступна теорема стверджує iснування для дисипативної системи функцiї Ляпунова

з властивостями 1), 2) теореми 2 i є аналогом вiдповiдної теореми з [6] для рiзницевих

рiвнянь. Припустимо, що X(t, x) лiпшiцева по x з константою L .

Теорема 3 . Якщо система (2) – дисипативна в сенсi означення 2, то для неї iснує

в областi t ≥ t0, x ∈ Rn невiд’ємна функцiя Ляпунова Vh(t, x), що задовольняє по x

локальну умову Лiпшiца i:

1. Виконується умова

inf
t≥t0; |x|≥R

Vh(t, x)→∞, R→∞ (12)

2. Iснує C(h) > 0 таке, що

Vh(t+ h, x+ hX(t, x))− Vh(t, x) ≤ −C(h)hVh(t, x) (13)

i C(h)h < 2, якщо h ≤ 2. Причому, для h < h0 , де h0 — розв’язок рiвняння 1−e−h

h
= 1

2
,

сталу C(h) можна взяти рiвною 1
2
.

Якщо система (2) – рiвномiрно дисипативна по h, то функцiя Ляпунова V (t, x) не

залежить вiд h.

Доведення. Оскiльки система (2) дисипативна, то iснує таке T = T (t0, r, h) , що для

розв’язку, який виходить iз xh0 ∈ Ur , ми маємо:
∥∥xhk∥∥ ≤ R , при kh ≥ t0 + T .

Роглянемо тепер наступну функцiю:

G(ξ) =


ξ − T, ξ ≥ T ;

0, 0 ≤ ξ < T .
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Це невiд’ємна неперервна функцiя, визначена для ξ ≥ 0 i G(ξ)→∞, ξ →∞ та

∣∣∣G(ξ)−G(ξ́)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ξ − ξ́∣∣∣ (14)

Визначимо Vh(t, x) так:

Vh(t, x) = sup
n≥0;nh≤T

[
G (‖x(t+ nh, x, t)‖) enh

]
.

Звiдки

G(‖x‖) ≤ Vh(t, x),

а отже Vh(t, x) задовольняє умову (12).

Тепер покажемо, що Vh(t, x) лiпшiцева по змiннiй x . Позначимо

V
(n)
h (t, x) = G (‖x(t+ nh, x, t)‖) enh.

Враховуючи (14), маємо:

V
(n)
h (t, x)− V (n)

h (t, x́) ≤ G (‖x(t+ nh, x, t)‖) enh −G (‖x̃(t+ nh, x́, t)‖) enh ≤

≤ enh ‖x(t+ nh, x, t)− x̃(t+ nh, x́, t)‖ .

Оскiльки розв’язки системи (2) можна представити у виглядi:

xhk = x+ h

k−1∑
p=0

X
(
t+ ph, xhp

)

x̃hk = x́+ h
k−1∑
p=0

X
(
t+ ph, x̃hp

)
,

де xh0 = x , x̃h0 = x́ , то матимемо

V
(n)
h (t, x)− V (n)

h (t, x́) ≤ enh

[
|x− x́|+ h

k−1∑
p=0

∣∣X(t+ ph, xhp)−X(t+ ph, x̃hp)
∣∣] ≤

≤ enh

[
|x− x́|+ hL

k−1∑
p=0

|xhp − x̃hp |

]
.
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Звiдси та з [1, с. 156] отримаємо:

∣∣∣V (n)
h (t, x)− V (n)

h (t, x́)
∣∣∣ ≤ |x− x́|(1 + Lh)nenh ≤ eT (L+1)|x− x́|.

Отже,
∣∣∣V (n)
h (t, x)− V (n)

h (t, x́)
∣∣∣ ≤ K|x− x́| .

З останньої нерiвностi та iз врахуванням того, що рiзниця супремумiв не перевищує

супремуму рiзницi, випливає лiпшiцевiсть функцiї Vh(t, x) по x . Покажемо виконання

умови 2 теореми. Далi, якщо h > 0 , x́ = x(t+ h, x, t) та hm таке, що

V
(m)
h (t+ h, x́) = G (‖x(t+ h+mh, x́, t+ h)‖) emh

i якщо nh = mh+ h , то

V
(m)
h (t+ h, x́) = G (‖x(t+ nh, x, t)‖) enhemh−nh ≤ V

(n)
h (t, x)e−h

Переходячи в останнiй нерiвностi спочатку до супремуму по n (nh ≤ T ) справа, а потiм

до супремуму по m (mh ≤ T ) злiва, отримаємо, що

Vh(t+ h, x́)− Vh(t, x)

h
≤ Vh(t, x)

e−h − 1

h

Отже виконується умова 2 теореми з C(h) = 1−e−h

h
. Якщо ж взяти h0 коренем рiвняння

1−e−h

h
= 1

2
, то в силу монотонного спадання функцiї 1−e−h

h
при h > 0 для h < h0 , отримаємо

нерiвнiсть

Vh(t+ h, x́)− Vh(t, x) ≤ −h
2
Vh(t, x).

Друге твердження теореми очевидне.

Теорема 4 . Нехай X(t, x) визначена i обмежена в областi t ≥ 0, x ∈ Rn так, що

‖X(t, x)‖ ≤M,

11



M -деяка додатна константа.

Тодi, якщо в данiй областi iснує неперервно-диференцiйовна по t, x невiд’ємна функцiя

Ляпунова V (t, x), що задовольняє по x умову Лiпшiца з константою L, а також:

1. ∃C > 0, ∃C1 > 0, що ∀t ≥ 0, x ∈ Rn , ∀h > 0

V (t+ h, x+ hX(t, x))− V (t, x) ≤ −ChV (t, x) + C1h. (15)

2. Виконується умова

inf
t≥0; |x|>R

V (t, x)→∞, R→∞, (16)

то система диференцiальних рiвнянь (1) дисипативна при t ≥ 0.

Доведення. Нехай x(t) – розв’язок системи (1). В силу (15) для рiзницевого вiдношення

справедлива оцiнка

V (t+ h, x(t+ h))− V (t, x(t))

h
=
V (t+ h, x(t+ h))− V (t+ h, xh(t+ h))

h
+

+
V (t+ h, xh(t+ h))− V (t, x(t))

h
≤ L |x(t+ h)− (x(t) + hX(t, x(t)))|

h
− (17)

−CV (t, x(t)) + C1, ∀t ≥ 0, x ∈ Rn.

I, оскiльки,

|x(t+ h)− x(t)− hX(t, x(t))| ≤ 2Mh,

то з (17) отримаємо нерiвнiсть

dV (t, x)

dt
≤ −CV (t, x) + C2, C2 = C1 + 2LM,

з якої випливає оцiнка

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x0)e
−C(t−t0) + C1

∫ t

t0

e−C(t−s)ds =

12



=

[
V (t0, x0)−

C1

C

]
e−C(t−t0) +

C1

C
.

Тому iснує T = T (t0, x0) , що при t ≥ T виконується нерiвнiсть:

V (t, x(t)) ≤ C1

C
+ 1.

Звiдси та з (16) випливає доведення теореми.
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