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Цель настоящей работы состоит в доказательстве новой теории 
о истирании" особенностей аналитических функций. Все понятия и 
обозначения," используемые здесь без предварительного объяснения, 
в точности соответствуют п р и н я т и и  в работах I I ,3 ].

для доказательства результате потребуется следующая 
Л е и и а , * Пусть в прямоугольнике А с  С со сторонами, 

параллельными осям координат, задана непрерывная функция .
имеющая ограниченную комплексную производную в дополнении к неко  ̂
то р о м у совершенному нульмерному множеству Р с . , причем ущ 

.»к.» постоя»««» I  , « о  ДДЯ »00» *ош, г .  9  » л»«о 
точки г  , лежащей вместе с г ' на прямой х - а т г , выполняется
неравенство

тогда всюду в прямоугольнике а  функция т  удовлетворяет ус­
ловию Липшица с постоянной 2.1* • __

а о к а з а т е л ь с т в о. Не ограничивая общности рассуж­
дений, можно считать, что И'(г>\ - *ля КвЖД0Йй̂ в,
Х &  а \ Ф  • Далее, в силу условий леммы справедливо неравенст­

во

д л я  любых точек х ' . г ' б  а  . лежащих либо на прямой*»«*^ 
либо на отрезке прямой , принадлежащем дополнению
а \ Р  (за исключением лишь , быть может,его концов). ,

Для доказательства леммы достаточно показать, что имеет мес­
то неравенство

| Д О ! «
_ - и в и  ~ 1  е  д \ ! Р  .  О тсю д а  уж е б у д е т  с л е -  

д о в а т ь ° т о т ф а к т ^  «  V » -  * 0  у д о в л е т в о р я е т  ^ у с л о в и ю  Липши­

ц а  С п о с т о я н н о й  г и  в с ю д у  в  п р я м о у г о л ь н и к е  «  ( . с и л у  п л о т н о р -  

т и  т о ч е к  г е а \ ^  В а  И н е п р е р ы в н о с т и  ц * ) . ) . .

итак, возьмем множеотво прямоугольников со сторонами,парал- 
лельными осям координат, каждый из которых содержится в прямо - 
— е ° 7  и имеет, пс крайней мере, одну из вершин точкой 
множества а  45 ° и рассмотрим произвольный элемент £ ат° г °  
множества. Обозначим его вершину , к о т о р а я  принадлежит множеству



<2\(Р , через га (если таких вершин имеется несколько, то
возьмем любую из них). Вершину , которая не принадлежит сторонам 
прямоугольника % , содержащий точку г* , обозначим через £ ,
В силу симметрии обоих случаев мож?м считать, что верзшее основа­
ние прямоугольника £ содержит точку 2. и диагональ состав­
ляет острый угол с его нижним основанием (направление отсчета уг­
ла о ч и т а е м  положительным). Покажем , что для точек ъ, и 2 пря­
моугольника $ выполняется неравенство

* 21.|г , - Ъ \г

я лемма тем самым будет доказана.
Назовем допустимой ломаную Л - ^  'к, \ 'к с  V- > 

к , * 1 , 2 , л . - - ) *  которая удовлетворяет условиям:
1) каждое звено представляет собой отрезок, лежащий либо на 

прямой х-аш ^ (вертикальное звено), либо на прямой ^ » анмЬ 
(горизонтальное звено), причем горизонтальные звенья, за исключе­
нием лишь , быть может , их концов, принадлежат дополнению Л\<Р;

2) за каждым горизонтальным звеном 4*» следует вертикальное 
звено Ет , , расположенное в верхней полуплоскости относительно 
прямой , на которой лежит 1т  и за каждым вертикальным
звеном 4» следует горизонтальное зиено , находящееся в
правой полуплоскости относительно прямой , которая со­
держит 8* .

Здесь следует заметить , что для любых точек »при­
надлежащих какой-либо допустимой ломаной А , имеет место нера­
венство

Н 0 О - К О \  -

■(в силу того, что функция $ (* )  удовлетворяет условию Липмца 
с постоянной I  вдоль прямых х ч *н *1  и вдоль отрезко.1 прямых 

^ » соялЬ , приипдлокацих дополнения £ \ Ф  (за исключением,
быть может,' концов)).

Допустим теперь , что точка £ не принадлежит никако!* до­
пустимой ломаной А , содерткой точку ±, (в противном случае
выполнаюоъ бы неравенство

к-

| $ | - 2, } ,



и тем самым леииа была бы доказана).
Выберем новую систему координат в X  “  плоскости с началом 

в точке -так, чтобы её оси и OS, составляли о осями ОХ 
и 04 соответственно углы равные (считаем направление от­
счета углов положительным). Проведем через точку % прямую, пер­
пендикулярную оси ОС, f и обозначим точку пересечения этой пря­
мой іґО Ш через С . Каждая допустимая ломаная представляет со- 
бой график функции. А (С ) , удовлетворяющей условию Липшица о кон­
стантой , равной 1, в новой системе координат (поскольку имеет 
своими звеньями отрезки , у которых угловой коэффициент равен ли­
бо + І ,  либо - І ) .  причем если С - ортогональная проекция любой 
ее точки (исключая лишь ze ) на ОС, , то О* С* С .

Пусть М - класс таких допустимых липшицевых ломаных:. Пока- ■ 
яем, что из любой последовательности [ ^ ( С )  ]  с  М ломаных мож­
но извлечь равномерно сходящуюся подпоследовательность, пределом 
ко то р ой  является липшицева кривая с той же константой.

В самом деле, обозначим ортогональные проекции концоЬ лома­
ных Ая (^ )  на ось OÇ через » тогда 0<S~ С  (п о ­
скольку точка z„ принадлежит области аналитичности функции 

$00  )» ПРИ этом можем считать^ что последовательность
—*  Çe , где Ç, е [0, C l  , монотонно убывая либо мо­

нотонно возрастая.
В случав, когда \  , легко выделяется подпоследователь­

ность (Д ц Ч О  ) с. {.А* С О }  , которая сходится равномерно 
(в силу того , что ломаные являются липшицевыми) к лип-
шйцевой кривой А* с константой і  на отрезке L0 ,£ ,3  . По­
этому рассмотрим последовательность г?* /  Ç* . Тогда можно из­
влечь на каждом отрезке подпоследовательность

U S C ç ) \ c  , сходящуюся равномерно (в силу лип-
шицевости ломаных) к липшицевой кривой /I*  ̂ с константой 1. При — 
меняя диагональный процеос Кантора , строим последовательность

(ясно, что она является подпоследовательностью последовательнос­
ти ІА й С О У  )» которая будет равномерно сходитьсяк липшицевой , 
кривой А" 0 константой 1- на отрезке L0, J в силу плотности 
множества 1 0 , 0  на tO ,Ç«] и липшицевости ломаных А „ ( 0  »
п р и ч е м  д л я  произвольных точек остается справедли-
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- 2 LU i - zt\
(поскольку, непрерывная функция *(Л ) удовлетворяет условию Лип­
шица вдоль каждой допустимой ломаной Д еМ  с постоянной JLL ).

Теперь возьиеи замыкание М , являющееся компактный семей­
ством в силу только что приведенных рассуждений и рассмотрим мно­
жество точек

Т ж ц, • ЭАе М! 2 1 ®^ } '

Y + ф (точка тв е £ \ 5* * где «Р - нульмерно, и,сле­
довательно, найдется такой круг J  , что </ <= Т ) .  Г  - связ­
но и Г -  Р  (в самом деле, связность следует из самого опреде - 
ления множества Т , замкнутость вытекает из тех же рассужде­
ний, которые применялись при доказательстве компактности семей­
ства М ). Таким образом, Г - замкнутое, связное и с непустой 
внутренностью множество, содержащееся в прямоугольнике £ .От - 
сюда следует, что дополнение U ~ C F  - открытое множество,при­
чем in i tt f* Ф (действительно, найдется такая окрестность 

) точки fc в z - плоскости, что У П *  / Ф и
V  П I* "  Ф * и<̂ ° ® пРотивиом случае ze У , что противоречит 

предположению).
В силу выше приведенных заключений «>г 9F J  и сущест­

вует континуум И с  дУ , разделяющий Ы 1Г и u ti &  [2 ,4 ].
Рассмотрим теперь континуум И • Покажем, что всякий подкон­

тинуум Л 'с Я  , не имеющий общих точек с верхним и никним осно­
ваниями прямоугольника £ , представляет собой график монотон­
но возрастающей функции относительно оси абсцисс в Z. плоскоо- 
ти. Для этого покажем сначала, что каждая прямая x»eoavi ,пп- 

- ресекаидая континуум Иг по непустому множеству, имеет,с пос­
ледним одну единственную общую точку.

Допустим противное, тогда найдется прямая ххеоп&Ь* кото 
. рая имеет непустое пересечение с континуумом Я ' и содержит, по 

крайней мере, две его точка Z* и Z* (для определенности прад~ 
ПОЛОЖИМ, ЧТО z< лежит В полосе , ограниченной прямыми »
одна из которых проходит через ze , а другая - через ни*нее
основание прямбуголышка ).

З а м е ч а н и е .  Прежде, чем продолжить россуядения, за-

выи неравенство
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метим, что если г е  Р , то прямоугольник п  * ограниченный 
верхним основанием и левой боковой стороной (стороной,на которой 
лежит точка гв ) прямоугольника £ , а также прямыми
и , проходящими через 2. , не содержит_точек множества
Й *■ СУ , ибо в противном случав точка 2'с и О П  $ Ф принад­

лежала бы А' ■ Я 0 2* , где <ДсМ ,2 ,2  е  А и 2 2 ж -
вертикальный отрезок (точки X и X* совпадают в случае, когда 

2 ' находится на прямой Х ‘ Соя-и , проходящей через г  ) , а я о  
противоречило бы определению множества ‘Н- , поскольку /1/е  М  
(в силу понятия допустимой ломаной).

Возвращаясь к преянии рассуждениям, мокеи отметить, что от­
резок 2Т2г не содержит точек мнокеотза %  (в силу выше -
приведенного замечания). Кроме того, т [г г 0 <х-ЬТ яф  ̂ . В са -
мом деле, если предположить, что найдется точка , кото- _
рая содержится в Ш1 У ,'то найдется и круг </ с серединой в 
точке г ' такой, что </<= Ы1 У  . ьозьмем диаметр Ъ круга </ , 
перпендикулярный отрезку 2  ̂2г . Тогда ясно, что все точки,при­
надлежало как полосе, образованной пряными эг - се/гЫ , которые 
проходят через концы диаметра в’ и являются параллельными отрез­
ку *7*1 » так и полосе, ограниченной прямыми д~аа/г*1, одна из 
которых содержит диаметр Ъ' , а другая - верхнее основание пря- ! 
моугольника £ , находятся в 7 (в силу того ме замеча­
ния). Поскольку с  1п1 <£ , то 2г «  иск Т  , что проти­
воречит выбору точки 2г .

Та?:им обрезом, с  Э Т  , причем молем считать, что
?Т2г с  Ч \  1Р (в силу нульмерности множества (Р ).

Возьмем, далее, прямоугольник П такой, что «Щ =>{2*,2Ь }  , 
П с  % \ Ф  и_ 2а, не являются его вершинами. Пусть
_  г Ь  П 4 и  п г где П, и Т\г ~ прямоугольники такие,что .

гД,. и П 1 расположи в полосе, образованной пря ­
мыми х - ооп'Л. , проходящими через отрезок г± 2г и точку г а .
Тогда П* О И — Ф (в силу приведенного выше замечания). По- ;
скольку г12, с-ЪТ , го О V. Ф ф . Поэтому если
г 'е  П г (\ И  ,_то 2 ’ е  , где , г ' е Д  ,
г"<= гТ^г и 2 ' 2 /; - горизонтальный отрезок,_а это противо­

речит определению множества И  , так как ^  е  М (в силу по­
нятия допустимой ломаной).

Итак, континуум К '  • представляет собой график однознач­
ной функции относительно оси абсцисс в % - плоскости.



Покажем теперь , чю если и - какие-либо точки пе­
ресечения прямой с континуумом И ' I ю  г{ гг <=.ЭТ .

В самом деле, пусть и : г принадлежат пересечению пря­
мой ^ ~сг>м1 с континуумом Я ' .  Простоты ради , будем считать,что 

находится в полосе, образованной прямыми , прохо­
дящими через точки X, и 2г , Тогда отрезок Х^гг точек мно­
жества 11 не содержит (в силу ранее приведенного замечания). 
Кроме того, гТг* П ф . В противном случае найдется круг

<1 с серединой в точке такой, что е/а. Ы 1 Г  . Возь^
мем точку 2*е с/ , лежащую в полосе, ограниченной прямыми у*сли£, 
проходящими через отрезок и нижнее основание прямоуголь­
ник <1 . Поскольку г>е.<п^Т' ,то г* е  (в силу выше­
приведенного замечания и того, что Н 'с ), что противоречит 
выбору точки г { .

Таким образом, в силу замечания можно оделать следующий вывод 
относительно-континуума Я ' . Я 7 есть график некоторой монотон­
но возрастающей функции относительно оси абсциос в х,- плоскости. 

Теперь рассмотрим квадрат с центром в точке 
2 'еЛ  такой, что * 'е £ \ !Р  ( это возможно в силу нульмер­

ности множества !Р ). Далее, . Проекция конти­
нуума Я/ на ось ординат в £ - плоскости есть некоторый отре­
зок 1«, в Л . Поскольку у монотонной функции интервалов постоян­
ства имеется не более чем счетное множество, то проекция Л  пря­
мых пересекающих континуум Я ' более чем в одной точке,
на ось ординат представляет собой множество первой категории на 
отрезке 1а,&1 . Тогда дополнение СЛ есть множество всюду
второ® категории на1*,^]и, следовательно,( оно является плотным 
\см. 1, стр. 193-200]. '

Возьмзм точку се. СИ такую , что сф  {а ,  в ]  ; ей соот - 
ветствует при проекции единственная точка хие. Я  , то есть пря­
мая у-сопб.1 , проходящая через точку с , пересекает конти­
нуум К ' в единственной точке - X.* . Отсюда следует-, что найдет­
ся точка £ 7П и  , лежащая на прямой св/еЖ , проходящей
через точку 2* , в полосе, образованной прямыми х.*ео/Ы- , ко - 
торые содержат точки 2  ̂ и % (в силу замечания и того, _что 

И 'с д У О  д, ). Поэтому ^ '= Я где А е М  ,
А э  х" и г * г "  - горизонтальный отрезок в_ , а это проти­

воречит тому, ЧТО , поскольку X  е М (в силу понятия
допустимой ломаной). Этим доказательство леммы исчерпываете;;.



Теперь сформулируем и докажем основной результат.
Т е о р е м а .  Пусть непрерывная в области CD с  С  функция 

f(z ) является аналитической вне произвольного совершенного'замк­
нутого нульмерного множества !Р с.Т> плоской Лебеговой меры нуль.

Если в каждой точке z.e существует конечная частная произ­
водная IjjF , то являетея аналитической всюду в области Ю .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предполагая теорему неверной, на­
ходим совершенное множество всех точек <Р , ни В ОДНОЙ ИЗ КОТО' 
рых функция j(x ) не является аналитической.

Обозначим через 5  ̂ множество точек 2,= ас.+ t'y «  <Ра , для 
которых одновременно выполнены неравенства

\U(oc.,y + ft)- Ш х, у)\ й rtlfci,

\УЫ , у  * h") - V û r ,y )  J *  ti ]h l

при всех )k\ * ~ ( a  = i, 2,3,... ) .  Очевидно, что в наших условиях
ГР, - у  <РЛ .

Из условий теоремы следует , далее, что функция 
непрерывна влоль прямой x-arnU ; поэтому множество (Рл замкнуто 
в (О , а сяодовательно, оно замкнуто и в  %  (я=

Поскольку совершенное множество !РС - всегда второй катего­
рии в себе, то .найдется круг © 'с Z) , в котором одно из множеств' 
^  всюду плотно на (Р<, ; ко эти множества замкнуты ( е  (Р„ ), по̂  

этому в круге D' !Рд полностью принадлежит некоторому множеству 
Будем считать, что диаметр крута ©' меньше ^ . Тогда в 

силу опрзделения множества выполняется неравенство

\ $ { z ' ) - № \ *  L\z '-z\

в-круге 50' для любой точки z 'e  (Р„ и любой точки X ., лежащей 
вместе с г! на прямой se» сопМ, , причем Ï,*  £/*■ .

Простоты ради, обозначим порцию (Р0С\Т>' через (Р и все даль­
нейшие рассуждения будем проводить - для круга Ъ* .

Рассмотрим область & с Ю '  такую, что &П  dfrÇ }1?* *#
и граница области 2<Г- замкнутая »:орданова кривая. Возьмем такое 
конечное покрытие границы д Г ; К= где Vf - круг с' центром в
точке Zp е.д&, с:!0'.\(Р (р = 0,1,.,,,рв) г что справедливо неравенст­
во HCz')-fCz")\*



для произвольных точек г '. г 'е  ^  (это можно осуществить, по­
скольку функция 4 0 ) в области аналитичности Ю '\:Р локаль­
но удовлетворяет условию Липшица).

Далее будем полегать, что

I  « щах { А , }  •

Очевидно, что для любых точек х\ с  имеет иесто нера­
венство

^'1 * ' - * ' ]  •

Теперь утвервдаем, что |^(?:)|* V  для каждой точки 
Хе^Л ^Р .(здесь под § '(£ ) понимается комплексная производная функ­
ции).

В самом деле, предполагая противнее, находим точку 2а е <? \ 
такую , что Ц Чг») | > V  (пусть , где А > I '  ) .

Рассмотрим функцию & {£ )* $ & ) - А е 1*  ■ & . Тогда ясно, что
для каждой точки 2_ е  0~Г)Р значение частной производной ,
изображаемое точкой ка плоскости производных чисел С » со­
держится в замкнутом угле раствора меньше 5Г , вершиной которо­
го является точка С»» О , а биссектрисой - луч, выходящий из на­
чало координат С* 0 и содержащий точку А&<,л .

Возьмем, далее, прямые х  = соя#Ь , проходящие через точки 
я.е 9- П !Р . Образом каждого из двух отрезков, имеющих в ка - 

честве оО'щей только точку £ (где 5К.6 (Р ) и лежащих на прямой 
X » согиА. з области &■ , при отображении 8е" есть некото­

рая непрерывная кривая, выходящая из точкй « 9~(г) и ̂ имеющая 
(в силу того, что существует конечный предел
а следовательно - предел Ат~ ; )
касательную полупрямую з ней. ’

При этом , если Т - луч на плоскости С , выходящий из 
начала С -  0 и такой, что Т равен пределу &та ,

то Л ц 7  есть угол поворота касательной к отрезку в точке z 
при переходе к его образу с начальной точкой ?"(*:) . Поэтому в 
силу определения касательной полупрямой в точке ЗТ[г) образы не­
которых начальных частей отрез ов, имеющих одну общую точку х.

(X ®  СР> и лежащих на прямой х= еотЬ в области &  ^  бу 
дут расположены в-паре вертикальных углов раствора иеньше СГ с 
биссектрисам, .параллельными прямой £ ■&- плоскости, для кото-

10



рой \  ± а%$ ( 0 » где £, проходит через начало
£ «  0 и точку А е 1* (считаем угол между вертикалями при 

переходе от г. - плоскости к - плоскости равным нулю) [смЛ, 
стр. 31-35]. Далее следует заметить, что. && ) осуществляет внут­
реннее отображение области 0~\Р  , поскольку ЗРХг) - аналити - 
ческая функция в дополнении С3> .

Таким образом , выполняются все условия теоремы о продолже­
нии внутренних отображений I  В 1 * которая утверждает* что в та - 
ком случае отображение « 5Г(г) являетоя внутренним в области в-.

Покажем, теперь, что функция л^-З'Сг.) осуществляет гомео- 
морфное отображение области О-, а это будет противоречить тону, 
что Т ' ( г , )  - 0 , где хв «  О- . Для этого достаточно показать, 
что выполняется неравенство

|Т С х ') - П г ' ) |  > О

для любых точек 2 ' , г *е  до- , где г 1 ф Т.* .
Действительно, пусть х\ г "  - произвольные и различные 

между собой точки границы области . Тогда

|Т(г')- Пг')) - ^гО-Ае^г'- Иг") ♦ Ае*** 1 - 

- | (Ае^г '- /е “ г ' )  - ( * ( * ' ) - * ( * ' » ! *

* А\г'-г'\ - Л'1г’-хМ « ( А-Д')|г '-2*1 - В  .

Поскольку \х, ~ 1 " \ > 0  и (А - Л . ' ) « ^  > 0 (так как 
и А > I, ) ,  то очевидно в  > 0 . Отсюдат:ледует, что отобра.-1 
жение Т (г ) является гомеоморфизмом на границе области 00- . 
Поэтому ЗХг) осуществляет гоыеоморфнов. отображение замкнутой 
области У и, следовательно, |£Чг) 1 ?•. к ' для всех то 
чек Х е  в- \ !Р .

Возьмем теперь прямоугольник & с. & такой, что 
й П О5 ф 0 . Тогда находимся в условиях доказанной выше

леммы, применение которой позволяет считать, что функция $(.%■) 
удовлетворяет условию Липшица всюду в прямоугольнике <2 . В си­
лу теоремы Лумана-Меныиова (;см. 1, с тр Л -12] функция Ц г) Явля - 
ется аналитической всюду внутри в. (поскольку^) аналитична 
в а \ ( Р  , где >Мел <Р^О ). 'Это противоречит предположению.о

I I



той, что ни в одной из точек множества (Р функция $(г) не яв­
ляется аналитической,

Теореыа полностью доказана.
•V
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