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Анотація. Досліджується рівняння реакції дифузії. У явному виді знайдені 
оператори умовної симетрії. Побудовані нові точні розв ’язки цього рівняння.
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Вступ. Розглядається таке рівняння:

n  8 2

ut —Ни + f  ( и ) (1)

де и — и ( t ,х1, x2, . . . ,xn) ,  д  = ^ _ , f  ( n ) - деяка фіксована функція від незалежної
i=18x f

змінної и.
Під класичною симетрію [ 1 ] рівняння (1) ми розуміємо існування групи 

перевірених перетворень для залежних і незалежних змінних, що зберігають його 
форму. Умовна симетрія [ 2 ] означає існування такої групи при умові, що и  
задовольняє і деяка додаткове рівняння.

Методи досліджень. Оскільки рівняння (1) симетричне відносно групи обертань 
O  ( n  ) ,  то рівняння (1) редукується до рівняння:

n -1  ( ч
и  -  их х------- их =  f  (П )

Оператор умовної симетрії даного рівняння шукаємо у вигляді:

X  = -  + Е,—  + (-п и  + ю)— , 
dt 8х 8и

(2)

де
Ї  — Ц ь  x ),

% — n(t; x  ),

a — a  (t;x ).
Цей оператор є генератором умовної симетрії рівняння (2), якщо це рівняння 

сумісне з умовою Х и  — 0.
Нехай

Q
8 е 8

— + £ ------+ %,
8t 8x
8 82 

L — -,
8t дх2

Функції ^, % будемо визначити з умови:

n - 1  8 
х 8х

де Л, ф, 0 - функції від t і х.
Q , Ь] — ЛЬ +ф + 0Q, (3)
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У результаті нескладних обчислень комутатора [Q, L  ] .  який допускає 

зображення (3), одержимо наступну систему рівнянь для визначення функцій 
Л, Ф, 0, Е, п :

2 дЕ = -Л ,  Л + 0 = 0 
дх

n - 1
Л

,, n - 1 д2Е дп n - 1 дЕ
Е— ^  + — 2- + 2 —  + --------- ^ = 0Е,-

х 2 дх  дх  х  дх
д 2п n - 1 дп _
— -  + ------------ = 0п + ф-
дх 2 х  дх

Доведемо таке твердження. Оператор
д д д

X  = —  + Е------пи —
дх  дх  ди

є оператором умовної симетрії рівняння (2) у випадку f  (и ) = ±ик + C 

Якщо

а функція

є розв’язком системи:

2U

х
n -  1

, . 2Ех
v } 1 -  к

Е = Е( х )

Е + Е2 + y + k  Ех = C
n -  U  „2 3 + к

1- k

І х
Ехх +Еххх -  2Ех2 + C2 (1 -  к  )Е х = 0

Результати та обговорення. Нехай n = 5, f  (и) = - и 1/3. Тоді рівняння (2)

вигляд:

.1/3

має

(4)

Це рівняння допускає оператор умовної симетрії:
^  д 1 д 3 д

дt х  дх х  ди
якому відповідає підстановки:

1 x
и = —  ® (z ) , z = — - 1,

що редукує рівняння (4) до рівняння:
ю" - ю 1/3 = 0. ( 5 )

Рівняння (5) є рівняння Емдена-Фаулера і його частинний розв’язок має вигляд:

V6
ю = —  z  • 

36
Тому знаходимо розв’язок рівняння (4):

и

2
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u = -
V6
36

(  3
2 2 2 1

(x + -  + x  ) -  3 (x12 +... + x52f t + 
8 4 1 5

V

3
+ —

2 1 _ 
( x12 +... + x52) 2 ( x12 +... + x52) 25 > У

Нехай n = 3, f  (u) = ±u 1. Тоді маємо рівняння

ut - u xx---- ux = ±u .

Це рівняння допускає оператор умовної симетрії
v  д (  , 1 ] д  1 д

X  = — + 1 k  І— +— 2 u — '
dt V x I d x x  du

2 3t t
3

Якщо k ' = 0 , то підстановка
1 , 4 x2u = — ю( Z ), Z = ----- + t
x  w  2

редукує рівняння (6) до рівняння ю" ± Q-1 = 0, загальний розв’язок якого буде

z  = J (± 2 ln ю + С1 ) “2 d® + C2.

(6)

Висновки.
Таким чином, встановлено, що для нелінійного рівняння реакції -  дифузії існують 

оператори умовної симетрії, при чому ці оператори знайдені у явному виді. А це в свою 
чергу дало можливість побудувати нові точки розв’язки.

Література:
1. Овсянников Л.В. Груповой анализ дифференциальных уравнений. -  М: Наука, 

2000. -  400 с.
2. Баранник Т.А. Умовна симетрія і точні розв’язки багатовимірного рівняння 

дифузії// Укр.мат.журн.— 2002.—  Т. 54, №10.— с. 1416— 1420.

Авторська довідка:
Скотар А.І., студентка факультету АКС-И-2.
Юрик 1.1., к. ф.-м. наук, професор, кафедра вищої математики, Національний університет 
харчових технологій, e-mail: i.yu@ukr.net.

U krainian Food Journal №  2 83

mailto:i.yu@ukr.net

