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Г л а в а  1
ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ

Термін «алгебра» походить від назви твору «Альджебр аль-мукаба- 
ла» узбецького математика Мухаммеда аль-Хорезмі. Цей твір міс
тить методи розв’ язування задач, що зводяться до рівняннь першого 
і другого степенів.

Алгебраїчна символіка була створена в основному в 16— 17 ст. Пер
шим застосував буквенні позначення як для невідомих, так і для зада
них в задачі величин, французький математик Ф. Вієт.

Д о середини 18 ст. алгебра склалася приблизно в тому об’ємі, який 
нині називають елементарною алгеброю.

Однією з основних задач лінійної алгебри є розв’ язування систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь. У зв’язку з вивченням цих систем 
виникли поняття визначника та матриці. Побудову загальної теорії сис
тем лінійних рівнянь було завершено в 19 ст.

8 1. ВИЗНАЧНИКИ

1.1. Визначники другого і третього порядків та їхні властивості
Вираз

Д = ап
«аі

а 12

о-гг
— аііа22 й12й21 (1)

називається визначником (детермінантом)  другого порядку.
Поняття «визначник» (від латинського беіегтіпо — визначаю) ввів 

В. Лейбніц.
Вираз

« а аіг ЯІ8
= Я 21 а22 й23

а81 агг азз
—  а 1 іа 22а 39 ~ Ь  а 21а 32-*18 +  а і 2Й 23а 31

’ а12а21а33 '

■ а13а22а31

(2)
називається визначником (детермінантом)  третього порядку.

Символи аі/ називаються елементами визначника, причому перший 
індекс і показує номер рядка, а другий індекс /  — номер стовпця, на
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Рис. 1.1

перетині яких стоїть даний елемент. Так, елемент аіг стоїть у другому 
рядку і третьому стовпці.

Елементи ап , а22 у визначнику (1) і аи, а22, а33 у визначнику (2) 
складають головну діагональ визначника, а елементи ам, ап і а13, а22, 
а,і в тих самих визначниках — побічну діагональ.

Для обчислення визначника другого порядку потрібно від добутку 
елементів, що стоять на головній діагоналі, відняти добуток елементів, 
розміщених на побічній діагоналі.

Визначник третього порядку обчислюється за правилом трикутни
ків (рис. 1.1): перші три доданки в правій частині формули (2) є добут
ками елементів, що стоять на головній діагоналі і в вершинах двох 
трикутників, у яких одна сторона паралельна головній діагоналі. Ана
логічно утворюються доданки зі знаком мінус, де за основу береться 
побічна діагональ.

Зауважимо, що елементами визначника можуть бути не тільки чис
ла, а й алгебраїчні чи тригонометричні вирази, функції тощо.

Приклад
Обчислити визначники:

а) б)
2 3 4

сов а віп а  1
в) 1

— 8іп а
5 —  2

со за  |
1 2 3

а)
2 — 4

=  2 . 5  — (— 4) - 3  =  22; б)
соз а  їіп  а  

- аіп а  соз а
=  соз* а  +  зіп* а ■

■» 1; в)
2 3 4
5 — 2 1 
1 2 З

=  2* (— 2) -З  +  б .  2 - 4  +  3 -  1 • 1 — 1. (— 2) - 4  —  1 • 2 х

X 2 — 3 .5 -3 = »  — 10. •
Розглянемо (на прикладі визначників третього порядку) основні 

Фластивості визначників.
1°. Визначник не зміниться, якщо його рядки замінити відповідни

ми стовпцями:
« ї ї а і г «18 « ї ї ° 2 1 а з і

«21 «22 а 23 = а і2 ° 2 2 «32

« ю «32 «83 <*18 «28 «аз
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За формулою (4) вирази, що стоять у дужках, відповідно дорівню
ють алгебраїчним доповненням А п , А 1а, Л13, тому

А =  аігАи  +  ап А1% -|- а1яА13.

Аналогічно доводяться й інші рівності, ф
Запис визначниками будь-якою з формул (5) називають розкладом 

визначника за елементами відповідного рядка чи стовпця.

Приклад

Обчислити визначник Л ■=
1 2 З
0 1 2 ,
3 - 1 4

розкладаючи його за елементами тре

тього рядка.
О  За третьою з формул (5) маємо 

2 З
Д -  3 (— 1),з+і , 2|+ ( - D ( - D w |J *| +  < ( - i> w |J ї | - 9'
Т акнй самий результат дає формула (2). •

Теорем а 2. Сума добутків елементів будь-якого рядка (стовпця) 
визначника на алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого 
рядка (стовпця) дорівнює нулю.

О Розглянемо, наприклад, суму добутків елементів першого ряд
ка визначника (3) на алгебраїчні доповнення елементів другого рядка:

«1 1^ 21  4~ <*12̂ 33 4 *  «1 8 ^ 2 8  —
«12 °13 , 1 « ї ї <*13ass —“ O il 4 ”  «1 2  1 _
азя азз 1«81 <*33

«11 «12

«81 «32
«11 («12«88 «13«8а) 4 "  «12 1«11«83 —  «1 8 «8 і) —

— #18 («11«82 — «12«8і) —0. ф

1.3. Поняття про визначники вищих порядків
Теорема 1 дає змогу ввести означення визначника довільного по

рядку. За означенням визначник п-го порядку дорівнює сумі добутків 
елементів будь-якого рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні доповнення. 
Можна довести, що всі розглянуті вище властивості визначників тре
тього порядку справджуються для визначників будь-якого порядку.

Розглянемо, наприклад, визначник четвертого порядку

« 1 1 « 1 2 «1 8 « 1 4

« 2 1 « за « 2 8 « 2 4

« 3 1 « 8 2 «8 3 « 8 4

« 1 1 « 4 2 «4 8 « 4 4

10



Цей визначник можна розкласти за елементами будь-якого рядка, 
наприклад першого:

А =  а11Л11 +  а12Л1а +  аі8Л18 +  а14Л14. (6)
Оскільки всі алгебраїчні доповнення А*/ у формулі (6) є визначни

ки третього порядку, то цією формулою можна користуватись для об
числення визначника четвертого порядку. Але такий спосіб обчислення 
громіздкий: якщо для знаходження визначника четвертого порядку 
треба обчислювати чотири визначники третього порядку, то для зна
ходження визначника п’ ятого порядку вже прийдеться обчислювати 
двадцять визначників третього порядку! Тому на практиці спочатку 
за допомогою властивості 8° перетворюють визначник так, щоб у деяко
му рядку чи стовпці всі елементи, крім одного, стали нулями. Розкла
даючи тоді визначник згідно з теоремою за елементами цього рядка, 
дістанемо тільки один доданок, тому що всі інші доданки є добутками 
алгебраїчних доповнень на нуль.

Приклади
Обчислити визначники:

1) Д1 =

1 0 — 1 2  
1 2 — 2 0  

—1 3  0 2
2 1 — 1 3

2 7 3 4 5

1 3 4 2 2

—  2 — 5 17 —  6 —  11
4 2 1 7 9
8 3 6 8 11

О 1) V  першому рядку перетворимо всі елементи, крім першого, на нулі. Для 
цього, залишаючи перший і другий стовпці без змін, до третього додамо перший, а 
до четвертого —  перший, помножений на (—2). Тоді

Лі

1 0 0 0
1 2 — 1 —  2
1 3 —  1 4
2 1 1 —  1

Розклавши цей визначник аа елементами першого рядка, дістанемо

Дї
2 —  1 — 2
3 —  1 4
1 1 —  1

—  21.

2) У  першому стовпці перетворимо всі елементи, крім другого, на нулі. Для 
цього, залишаючи другий рядок без змін, до першого рядка додамо другий, помно
жений на (—2), до третього —  перший, до четвертого —  перший, помножений на 
(—2), а до п’ятого —  четвертий, помножений на (— 2). Матимемо

0 1 —  5 0 1

1 3 4 2 2

0 2 20 —  2 —  6
0 —  12 —  5 —  1 —  1
0 —  1 4 —  6 —  7

/
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Розкладемо цей визначник за елементами першого стовпця і винесемо за знак 
визначника спільний множник 2 з третього рядка і (— 1) з четвертого:

1 • ( -  1),2+1 2 • ( -  1)

1 —  5 0 1 0 0 0 1
І 10 —  1 —  3

=  2
4 — 5 — 1 — 3

12 5 1 1 11 10 1 1
— 1 4 — 6 — 7 6 — 31 — 6 — 7

4 — 5 — 1 4 - 5 — 1
11 10 1 =  — 2 15 5 0
6 — 31 — 6 — 18 —  1 0

Розклавши цей визначник за елементами першого рядка, дістанемо

Д =  2 • (— 1)1+4 • »1 Ю 1 =  — 2 15 5 0 =  150.

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається визначником другого порядку?
2. Що називається визначником третього порядку?
3. Сформулювати основні властивості визначників.
4. Що називається мінором і алгебраїчним доповненням?
5. Сформулювати і довести теорему про розклад визначника за елементами 

рядка (стовпця). Чому дорівнює сума добутків елементів одного рядка (стовпця) на 
відповідні алгебраїчні доповнення іншого рядка (стовпця)?

6. Як обчислюються визначники вищих (четвертого, п’ ятого і т. д.) порядків?
7. Обчислити визначники:

2 5 — 2
3 — 2 1 21 вія2 ос соз2 а

; б) 1 ; в) ; г) 3 8 0
4 1 — 1 - з | вігі2 р а »2 Р

1 3 5

Д)

З
— 2 

2
е)

6 3 0 3 3 7 —  2 4
4 4 2 1

; е)
—  3 — 2 6 — 4

0 4 4 2 5 5 —  3 2
7 7 8 5 2 6 —  5 3

8. Розв’язати рівняння:

«)

в. Розв’язати нерівності:

Xі 4 9 *2 3 2

X 2 3 =  0; б) X — 1 1

1 1 1 0 1 4

х 0 1 X Xі  1

в) 2 1 3 
4 л: 1

< 0; б) 1 X Xі 
Xі  1 X

0.

< 1.

В і д п о в і д і .  7. а) 11; б) — 1; в) віл (ос +  Р) віп (а  • 
«) -3 0 3 . 8. а) 2; 3; б) 0; 2. в. а) [0; І]; б) (0; 1^ 2).

Р); г) 3; д) — 10; е) —21в

1*



8 2. М АТРИЦІ

2.1. Основні означення
Прямокутна таблиця чисел аі/, і =  1, 2, ..., /п; /  == 1,2, ..., п, скла

дена з т. рядків та п стовпців і записана у вигляді
Оц аіа ■ • • #1л \ ап аі2 • • • а.\п
а21 а22 • • • Й2л або А = а2І 2̂2 • • а2п

ат2 . • Отп/ Оті От2 ■ ■ &тп
називається матрицею. Поняття матриці вперше ввели англійські 
математики У. Гамільтон і Д. Келі. Коротко матрицю позначають так:

А — (аа) або А =|а//|,
де йі/ — елементи матриці, причому індекс і в елементі а,-/ означає но
мер рядка, а /  — номер стовпця, на перетині яких стоїть даний елемент.

Добуток числа рядків т на число стовпців п називають розміром 
матриці і позначають т X п. Якщо хочуть вказати розмір т X п мат
риці А, то пишуть Атхп.

Матриця, в якої число рядків дорівнює числу стовпців, назива
ється квадратною. Кількість рядків (стовпців) квадратної матриці 
називається її порядком. Матриця, у якої всього один рядок, назива
ється матрицею-рядком, а матриця, у якої всього один стовпець,— 
матрицею-стовпцем. Дві матриці АтХп — (ац) та Втхп =  (&{/) нази
ваються рівними, якщо вони однакових розмірів і мають рівні відпо
відні елементи: аг/ =  Ьц. Нульовою називається матриця, у якої всі 
елементи дорівнюють нулю. Позначається така матриця буквою 0. 
Як і в визначниках (п. 1.1), в квадратних матрицях виділяють головну 
і побічну діагональ.

Квадратна матриця називається діагональною, якщо всі її елемен
ти, крім тих, що знаходяться на головній діагоналі, дорівнюють нулю. 
Діагональна матриця, у якої кожен елемент головної діагоналі дорів
нює одиниці, називається одиничною і позначається буквою Е. На
приклад, одинична матриця третього порядку має вигляд

/ !  0 04
Е =  0 1 0 .

0 0 1/
Будь-якій квадратній матриці

/ « п «іа . . . йіп

А =  1 ° 21 «аа • • • Й2л

< &п2 * • • впп
13



(з
— 2 
— 1

22 — 9 35> 
15 — 10 20 
-1 2 0 .

Для дій 1°— 4° над матрицями виконуються такі властивості (за 
умови, що вказані операції мають зміст):

а) (А В) С =  А (.ВС); б) (аА) В =  А (аВ) =  а  (АВ); 
в) (А +  В) С =  АС +  ВС-, г) С (А +  В) — СА +  СВ; 
д) А • О =  О • А =  О; е) АЕ =  £Л =  Л; є) беї (Л8) =  сН  Л X 

X беї В.

2.3. Обернена матриця
Нехай Л — квадратна матриця. Матриця А~1 називається обер

неною до матриці А, якщо виконується умова
А А -1 =  Л~М =  £ .

Квадратна матриця А називається виродженою, якщо беї А =  0, і 
невиродженою, якщо беї А Ф  0.

Теорема 3. Для існування оберненої матриці А~~’ необхідно і до
статньо, щоб матриця А була невиродженою.

О Н е о б х і д н і с т ь .  Нехай обернена матриця Л“ 1 існує, тоді 
АА~1 == Е. Застосовуючи правило знаходження визначника добутку 
двох матриць, маємо беї А • беї А~1 =  1, тому беї А Ф  0.

Д о с т а т и  і с т ь .  Нехай беї А Ф  0, тоді матриця А має обернену 
матрицю А~1, причому

/ ^ И Л21 . . . Апі
Л—1 1 Л и ^22 • • • Ага

Л — сіеіЛ І

\ л , „ ^2/1 • • • А-пп

(7)

де Ац —  алгебраїчні доповнення елементів ац визначника матриці

А =

« її «и  . . . «1д\
«21 2̂2 ♦ ♦ • І . (8)

ап і Ап2 • . . «пп/
Дійсно, добутки А А і А А матриць (7) і (8) дорівнюють матри

ці, у якої всі елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці (за тео-



ремою 1), а всі недіагональні елементи — нулю (за теоремою 2). От
же, Л- , Л =  АА~1 =  Е.

Покажемо, що Л_ І — єдина обернена матриця. Нехай А" —  ще 
одна обернена матриця, тоді

А*' =  А~1Е =  Л "1 (АА”) -  (Л“ ‘ Л) Л* =  ЕА" =  АГ •

Приклад
Знайти матрицю Л , обернену до матриці

А
1 2 0\ 

1 1 21 
З 0 і /

О Обчислимо визначник матриці А :

1 2 0 1 0 0
— 1 1 2 ж — 1 3 2

3 0 1 3 — 6 1
Матриця Л невироджена, тому обернена матриця знаходиться за формулою 

(7). Знаходимо алгебраїчні доповнення всіх елементів даної матриці:

11 2 — 1 2 і 1
ЛХ1 =

1° 1 і; 11!■чГ
3 1

=  7; и II

3 0
2 0 1 0 і 2

л и  = —
0 1

=8 —  2; Л211
3 1 =  1 ; А з -------

3 0
=  6;

12 0 і 0 1 21
Азі —

11 2
=  4; А г  — — — 1 2

=== 2; Л38 =
— 1 1 1 =

Складаємо обернену матрицю
1

"ЇГ

л -1  =

Переконуємось, що

7
т г

1
‘ Т

2
15

1
15

_2_
5

4
15

2
15

_1_
5

1 2 4
Ч Г ~  15 15

7 1 2
15 15 ~  15

і 2 1
5 5 5/
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1 2 4
15 — 15 15

/  1 2 07 1 2
( - 1 115 15 ~  15 їі
\ 3 0 И

1 2 1
5 5 5

1 0 0\ 
о I о ) .  •  
.0 0 1)

2.4. Ранг матриці
Нехай задано матрицю АтХп =  Л. Виділімо в матриці А будь-які 

k рядків і стільки ж стовпців, де k —  числю, не більше чисел т і я, тоб
то k ^  min (т, я).

Визначник порядку k, складений з елементів, що стоять на перети
ні виділених рядків і стовпців, називається мінором k-vo порядку мат
риці А.

Рангом г (Л) матриці А називається найбільший з порядків її мі- 
норів, відмійних від нуля.

Безпосередньо з означення випливає, що:
1) Ранг існує для будь-якої матриці AmXn, причому

О ^ г ( Л ) ^ т і п ( т ,  я );

2) г (Л) =  0 тоді і тільки тоді, коли Л =  0;
3) для квадратної матриці я-го порядку ранг дорівнює я тоді і тіль

ки тоді, коли матриця невироджена.
Ранг матриці можна знайти так. Якщо всі мінори першого порядку 

(елементи матриці) дорівнюють нулю, то г — 0. Якщо хоч один з мі- 
норів першого порядку відмінний від нуля, а всі мінори другого по
рядку дорівнюють нулю, то г =  1. У  випадку, коли є мінор другого по
рядку, відмінний від нуля, досліджуємо мінори третього порядку. Так 
продовжуємо доти, поки не станеться одне з двох: або всі мінори по
рядку k дорівнюють нулю, або мінорів порядку k не існує, ТОДІ Т —

Приклад
Знайти ранг матриці

I і ° - 1 ° \2 0 4 0 .
V 3 0 6 0 /

О  Серед мінорів першого порядку (тобто елементів матриці) е відмінні від нуля) 
тому г  (А ) >  1.

Оскільки один з мінорів другого порядку
II — II
|2 4 1 =  6 *=°-

а всі мінори третього порядку дорівнюють нулю, то т (А) =  2, •
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Вказаний метод знаходження рангу матриці не завжди зручний, 
тому що пов’ язаний з обчисленням значного числа визначників. Про
стіший метод грунтується на тому, що ранг матриці не змінюється, 
якщо над матрицею виконати так звані елементарні перетворення, а 
саме [1]:

а) переставити місцями два рядки (стовпці);
б) помножити кожен елемент рядка (стовпця) на один і той самий 

відмінний від нуля множник;
в) додати до елементів рядка (стовпця) відповідні елементи друго

го рядка (стовпця), помножені на одне і те саме число.

Приклад
Знайти ранг матриці

1 2 2 0 —  1
3 —  1 4 — 2 4
5 3 10 8 2
1 —  5 0 —  2 6

О  Виконуючи елементарні перетворення, маємо:

( 1 2 2 0 — 1\ / 1 2  2
З — і 4 — 2 4 \ [ 0 — 7 — 2

5 3 10 8 2 І ~ І  0 —  7 0
1 _ 5  0 — 2 6 /  \ 0  — 7 — 2

( 1 0 0 0 0\ / 1 0  0
0 — 7 — 2 — 2 7 \ І 0 1 1

0 — 7 0 8 7 І ~ 1  0 1 0
0 - 7  — 2 — 2 7 /  \ 0  1 1

ґ 1 0 0 0 °\ / і  0 0 0 0

«V
0 1 1 1

11-І
0 1 0 0 0

0 0 — 1 - б 0 / 0 0 - 1 — 5 0

\0 0 0 0 0 / \ 0  0 
г ( А)

0
=  3.

0 0

0
— 2 

8
— 2 

0 
1

—  4 
1

1 0  0 
0 1 0

0
0

0 0 1 
0 0 0

0
0

0>
0
0
0/

(Знак ~  між матрицями показує, що вони утворюються одна з другої елементарними 
перетвореннями і, отже, мають один і той самий ранг). •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю
1. Що називається матрицею?
2. Як визначаються: сума двох матриць, добуток матриці иа число, різниця 

та добуток двох матриць?
3. Що називається оберненою матрицею?
4. Сформулювати і довести теорему про існування оберненої матриці.
5. Що називається рангом матриці? Як знаходиться ранг?
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— внутрішня 141
— диференційовна 202, 298
— Діріхле 137
— експоненціальна 172, 176
— елементарна 141
— зовнішня 141
— зростаюча (незростаюча) 143
— інтегровна 368, 386, 390, 657, 567, 

596
— ірраціональна (раціональна) 142
— квадратична 141
— Лагранжа 328
—  лінійна 141
— монотонна 143
— неінтегровна 386
— непарна (парна) 143
— неперервна
— — в точці 184, 185, 291, 292 
 на множині 292
— нескінченно велика 159
— нескінченно мала 162, 176, 290
— неспадна (спадна) 143
— неявна 145
— обернена 146
— обмежена 142

— однозначна 133
— однорідна’я-го в и м ір /430
— параметрично задана 147
— періодична 144, 538
— підінтегральна 368
— розривна в точці 185
— складена 141
— трансцендентна 142
— ціла раціональна 141, 347

Центр кола 119
— мас двох точок 53
— околу 129
— симетрії еліпса 102 
Циліндр 116
Ціла частина змінної 137

Частина комплексного числа дійсна (уяв* 
на) 342

Число комплексне 342, 343
— хвильове 552

Швидкість руху точки 192
— хімічної реакції 194
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