
A . ї ї . Л а а а н ю к 
B . а . К и ш е н ь к о 
Н . М . Л у ц ь к а 
В . В . І в а и і у к 

^мс - тоаи 
сучасної теорії 
В ̂ р у X 1__4| 

УПРАВЛІННЯ 



УДК 681.5 

Гриф Міністерства освіти і науки України 
Лист № 1/11-6421 від 03.08.09 

Рецензенти: 
д-р техн. наук, проф. Жученко А.І. , завідувач кафедри 

автоматизації хімічних виробництв НТУУ «КПІ»; 
д-р техн. наук, проф. Скрипник Ю.О., професор кафе-

дри автоматизації та комп'ютерних систем Національного 
університету технологій та дизайну; 

канд. техн. наук, проф. Внуков І.П., завідувач кафед-
ри електротехніки і механіки Національного аерокосміч-
ного університету ім. М.Є. Жуковського «ХАІ» . 

Методи сучасної теорії управління: Навч. посіб. / А.П. Ла-
данюк, В.Д. Кишенько, Н.М. Луцька, В.В. Іващук. — К., 
НУХТ, 2010. — 196 с. 

ЕЗВЫ 978-966-612-099-4 
У посібнику викладено окремі розділи сучасної теорії 

управління та їх застосування для автоматизації складних 
об'єктів. 

З єдиних методичних позицій розглядаються застосу-
вання методу координат стану, аналізу та синтезу систем 
при випадкових діяннях, багатовимірні та робастні регуля-
тори, основи синергетики, управління хаосом, багатокрите-
ріальні задачі. 

Рекомендований для студентів напряму «Автоматиза-
ція та комп'ютерно-інтегровані технології». 

Може бути корисним аспірантам та інженерно-
технічним працівникам. 

УДК 681.5 
ШВЫ 978-966-612-099-4 

© А.П. Ладанюк, 
В.Д. Кишенько, 
Н.М. Луцька, 
В.В. Іващук, 2010 

© НУХТ, 2010 



Передмова 
При підготовці магістрів за напрямом «Автоматизація 

та комп'ютерно-інтегровані технології» викладається ряд 
дисциплін, метою яких є підсилення теоретичної підготовки 
майбутніх фахівців. Дисципліна «Методи сучасної теорії 
управління» є однією із кількох інших, які доповнюють та 
розширюють коло питань з проблем автоматизації вироб-
ництва, які вивчались на III—IV курсах. 

Теорія управління в кінці X X ст. та на початку XXI ст. 
отримала потужні ресурси для подальшого розвитку. Це 
стосується того, що вперше виникла та інтенсивно розви-
вається можливість активного поєднання теоретичних ме-
тодів та їх використання для синтезу та дослідження систем 
автоматизації різного рівня та призначення на основі 
сучасних комп'ютерних технологій, застосування мікропро-
цесорних засобів та ПК, об'єднаних у мережі з відповідним 
програмним забезпеченням. 

У технічній літературі термін «сучасна теорія управ-
ління» об'єднує ряд напрямів створення сучасних ефективних 
систем автоматизації, що доповнюють класичну теорію управ-
ління. Приймається, що класична теорія управління обме-
жується лінійними системами, яким відповідають математичні 
моделі у вигляді систем диференціальних рівнянь із постій-
ними коефіцієнтами. У рамках класичної теорії управління 
отримано також ряд результатів для нелінійних та нестаціо-
нарних систем, оптимального керування тощо. 

Сучасна теорія управління (останнім часом використо-
вується також термін «новітня теорія управління») характе-
ризується спрямуванням на оптимізацію складних об'єктів у 
широкому сенсі з урахуванням багатокритеріальних задач, 
поєднанням традиційних показників стійкості та якості сис-
тем із вимогами енергозбереження, економії ресурсів, особли-
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востями керування в нештатних ситуаціях, прийняття рішень 
в умовах невизначеності тощо. 

У цьому навчальному посібнику розглядаються деякі 
розділи сучасної теорії управління, які безпосередньо стосую-
ться проблеми створення систем автоматизації технологічних 
об'єктів, комплексів і виробництв. Це такі питання: викорис-
тання методу простору станів; оцінювання стану багатовимір-
них об'єктів; оптимальна фільтрація випадкових сигналів; 
синтез багатовимірних регуляторів і систем; основи робаст-
ного керування (у тому числі Н2- та Н„-регулятори); основи 
синергетичної теорії керування; хаотичні системи тощо. 



Вступ 
У промисловості постійно зростає складність процесів 

управління виробничо-економічними системами, розвиваєть-
ся їх взаємна інтеграція. Виникла об'єктивна необхідність 
автоматизованого керування новими типами (класами) сис-
тем: організаційно-технічними (технологічними) або техніко-
організаційними. 

У таких системах значну роль відіграє людина як 
активний елемент, що не дає можливості використовувати 
традиційні методи формування керувальних дій. 

Методи класичної теорії автоматичного керування (70-ті 
роки XIX ст. — середина X X ст.) дали змогу автоматизувати 
широкий клас технічних систем (технологічних систем) на 
основі низки припущень щодо: певної детермінованості; лі-
нійності (лінеаризованості у малому); реалізованості; стаціо-
нарності; відносної простоти; зосередженості координат; дос-
татності вивчених характеристик; можливості побудови регу-
лярних математичних моделей. 

Класична теорія автоматичного керування використовує 
структурне моделювання, формалізовані методи, що розроб-
лені на основі диференціальних рівнянь, оптимального керу-
вання, операційного числення, гармонічного аналізу. 

Керування широким класом об'єктів потребує врахуван-
ня таких їх властивостей: нелінійності; розподіленості коорди-
нат; недетермінованості; нестаціонарності та ін. 

Сучасна теорія управління використовує власні методи: 
формалізовані регулярні методи синтезу на основі уявлень 
простору станів; векторно-матричне уявлення; створення 
адаптивних і робастних систем; методи оптимізації у широ-
кому плані (структурної, параметричної, економії енерго-
носіїв) тощо. 
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Це дає можливість синтезувати класи систем: багато-
вимірні; нелінійні; з розподіленими координатами; зі змі-
нюваною структурою; дискретні та ін. 

Подальший розвиток теорії та практики автоматизації 
пов'язаний з використанням ідей штучного інтелекту (інте-
лектуалізації систем), що характерно для новітньої теорії 
управління, яка використовує відповідні методи: 

— створення штучних нейронних мереж; 
— використання нечіткої (і\\ггу) логіки; 
— розробку еволюційних (генетичних) алгоритмів; 
— керування хаосом, урахування синергетичних ефек-

тів тощо. 
Підтримка прийняття рішень на основі методів штучного 

інтелекту дає змогу зменшити наслідки таких негативних 
явищ, пов'язаних із «людським фактором», як зниження на-
дійності; зменшення показників якості управління в реаль-
ному часі, точності прогнозу; неповнота знань для управління. 

При цьому треба враховувати, що новітні методи та алго-
ритми лише доповнюють існуючі системи, а не замінюють їх, 
розширюють функціональні можливості сучасних систем. 

У середині X X ст. сформувались методи теорії управління 
іншим класом об'єктів — організаційними системами: 

— класифікація на базі системного підходу; 
— принципи побудови, реконструкції та функціону-

вання. 
Водночас для класу організаційних систем мало викорис-

товувалися формалізовані методи, оскільки вони мали такі 
особливості: складність; активність; відкритість; самоорганіза-
ція; нестаціонарність; нелінійність; багатовимірність та ін. 

Для організаційних систем в основному використо-
вуються евристичні методи, засновані на досвіді використання 
таких систем. На першому місці тут важливу роль відіграють 
суб'єктивні рішення при управлінні. Наявність людини приво-
дить до необхідності врахування «людського фактора». В орга-
нізаційних системах застосування інтелектуальних підсистем 
практикується на верхніх рівнях. Вони засновані на форма-
лізації знань для отримання управлінських рішень при типо-
вих ситуаціях функціонування системи. У цьому напрямі 
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відомі роботи із створення активних систем (В.М. Бурков), 
використання теорії ігор (A.B. Щепкін, Д.А. Новіков), теорії 
математичного моделювання та оптимального планування 
(JI. Канторович, В. Новожилов). 

Виділений у новітній теорії управління клас організа-
ційно-технічних процесів (систем) має риси як технічних, так і 
організаційних систем: багатовимірність; складність і змінюва-
ність структури; наявність і змінювання багатьох цілей; неде-
термінованість; активність та ін. 

У системах керування організаційно-технічними про-
цесами (ОТП) рішення приймаються людиною — особою, 
яка приймає рішення (ОПР). Наявність у системі ОПР має 
позитивні наслідки: адаптивність; толерантність до зміню-
вання структури, властивостей системи тощо. 

Разом з тим ОПР має обмежені можливості щодо 
сприйняття та обробки великих масивів інформації, низьку 
надійність (пов'язану зі втомлюваністю), невідповідність 
кваліфікації, запізнювання у прийнятті рішень. 

Організаційно-технічні процеси мають гібридний харак-
тер, тому застосування лише формалізованих регулярних мето-
дів синтезу керування, які зазвичай застосовуються до техніч-
них систем, або лише евристичних способів, характерних для 
організаційних об'єктів, не дає бажаного результату. Тому для 
створення ефективно функціонуючих систем управління ОТП 
використовуються комбіновані підходи — оптимальне поєдна-
ння формалізованих регулярних методів та інтелектуальних 
методів та евристик (сукупність логічних прийомів і методич-
них правил теоретичного дослідження для пошуку істини). 
Крім того, використання цих методів засновано на застосуванні 
системного підходу, пов'язаного з накопиченням, аналізом і 
систематизацією та використанням задач, які виникають у 
процесі управління та потребують оперативного розв'язання. 

Слід враховувати, що межа між формалізованими ре-
гулярними методами та евристичними способами досить 
умовна. Це пов'язано передовсім з тими припущеннями, 
які приймаються при застосуванні формалізованого методу, 
що може призвести до некоректних рішень. Використання 
ж додаткових евристик й апріорної інформації може сприя-
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ти регуляризації задачі та її розв'язанню новим інтелек-
туальним методом. При накопиченні достатніх даних і не-
обхідного досвіду та теоретичному обґрунтуванні ці методи 
переходять у клас регулярних. 

Наприклад, у задачах оптимального керування граді-
єнтний метод пошуку мінімуму успішно знаходить глобаль-
ний екстремум опуклої функції, але при багатоекстремаль-
ній функції (гребінчастій) цей метод неприйнятний. Тоді 
доводиться вводити додаткову функцію (стабілізатор) для 
зміни функції (функціоналу), тобто забезпечується штучна 
«опуклість» і градієнтний метод стає коректним. 

Для використання комбінованого підходу існують об'єк-
тивні умови: 

— зросла потужність комп'ютерів, особливо об'єдна-
них у мережі; 

— розширились можливості комп'ютерних технологій; 
— реальністю стало застосування методів штучного 

інтелекту (частина комп'ютерної науки, яка досліджує та 
розробляє методи розумної поведінки). Отже, існують фор-
малізовані методи, за допомогою яких з використанням 
комп'ютера задачі розв'язуються не гірше, ніж природнім 
інтелектом. 



МЕТОД ПРОСТОРУ СТАНІВ 
ДЛЯ АНАЛІЗУ ТА СИНТЕЗУ ЛІНІЙНИХ 

БАГАТОВИМІРНИХ СИСТЕМ 

1.1. Математичні моделі та структурні схеми 
систем у просторі змінних станів 

Багатовимірними називаються такі системи автома-
тичного керування, в яких є кілька регульованих змінних 
(координат станів). 

Метод простору станів передбачає первинну математичну 
модель системи у вигляді диференціальних рівнянь першого 
порядку, розв'язану відносно похідних. Таку систему нази-
вають нормальною системою або системою у формі Коші. 

У загальному випадку нелінійна система описується 
системою рівнянь: 

де X, — координати станів, які характеризують стани сис-
теми в /г-вимірному просторі Д"; С7г — дії керування; — у 
загальному, нелінійні функції. 

Якщо взяти, що функції /2, ...» /л є лінійними віднос-
но координат X та дій І/, то можна записати: 

Х2(і) = Г2(Х1,Х2,...,Хп,иі,и2,...,ит,і); 
(1.1) 

хл (і) = 4 (х„х2,...,хп,их,и2,...,ит,і), 
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Xj =0,, (t)Xі + 

X2=a2l(t)X1 +a22(t)X2+... + a2n(t)Xn+b21{t)Ul +...+ b2m{t)Um, (1 2) 

Х„=ап1 ^ + an2(*)X2+...+ ann(*)Xn+b,ll(')C/i 

або в матричному вигляді: 

X, 

X . 

+ 

«П (t) a12(t) 

a2,(t) a22(t) 

am(t) an2(t) 
" M O M O 
к ( 0 M O 

M O M O 

M O 
M O 

M O 

X„ 

x „ 
(1.3) 

M O 
M O 

M O 

с/. 

У компактній векторно-матричній формі рівняння (1.3) 
можна записати так: 

X = A(t)X + B{t)U, (1.4) 

де A(t), B(t) — матриці, складені з відповідних коефіцієн-
тів, причому матриця A(t) є завжди квадратною [пхгі], а 
матриця B(t) — прямокутна [лхт ] . 

Система, в якій матриці A(t) та B(t) залежать від часу (t), 
називається багатовимірною нестаціонарною системою. 

Якщо A(£)=const та B(£)=const, то така система назива-
ється стаціонарною. 

Повний опис системи доповнюється залежностями, які 
зв'язують вихідні змінні Y та X : 
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У,= С„ (ОХ, + С12(і)Х2 + ...+ С1п(*)*, 
У2= С21(І)Х, + С22(і)Х2 + ...+ С2п(і)Хп л» 

(1.5) 
Ур= Ср1(і)Х 1 + Ср2(і)Х2+ ...+ СРМ)Х, 

причому р<п, або в матричній формі 
У = С( і ) X . (1.6) 

Вектор X — фазовий вектор, або вектор змінних (коор-
динат) станів. Координати X, , Х 2 Х„ називають фазови-
ми координатами, або координатами станів (рис.1.1). 

Множина векторів X — простір станів. Координатами Хі 

вектора станів є регульовані змінні або абстрактні величини, 
які вводяться штучно. Вектор стану X утворюється за допомо-
гою компонентів Хі, які обираються так, щоб при відомому 
значенні X (£ф) при £ = £ф (іф — фіксований момент часу) і зада-
ному векторі входу и (0 для £ є [£Ф,Т] можна було однозначно 
визначити вектор виходу У(£)- Перехід системи з початкового 
стану Х0 в кінцевий Х к визначається фазовою траєкторією. 

За рівняннями (1.2) можна побудувати структурну схему 
системи (рис. 1.2), що дає можливість зробити такі висновки: 

— за допомогою вектора II (£) здійснюється керування 
об'єктом; 

Фазова траєкторія Х(і) 

Рис. 1.1. Фазовий простір 
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— вектор -X" (£) характеризує стан об'єкта у фазових 
координатах Х1р Х2,... ,Хп; 

— поведінка системи та її властивості повністю харак-
теризуються поняттям стану, якому відповідає точка в про-
сторі В"; 

— якщо система описується векторно-матричним рів-
нянням у нормальній формі Коші, то розмірність простору 
станів дорівнює порядку цієї системи; 

— поведінка системи (її рух) характеризується фазовою 
траєкторією (див. рис. 1.1), яка визначає змінювання коорди-
нат системи з часом. Кожна конкретна (фіксована) точка на фа-
зовій траєкторії характеризує стан системи при £=£ф. Отже, 
фазова траєкторія повністю визначає стан системи в просторі 
Е" і за часом; 

— траєкторія станів системи в часі і є [£ф, Т] — геомет-
ричне місце точок кінця вектора стану Х(£) у просторі станів 
В", що параметрично визначається часом £ є [£ф, Т] .Траєкторія 
станів однозначна на інтервалі [£ф, Т] для заданого на цьому 
інтервалі вхідного сигналу £/(£); 

— фазовий простір системи п-то порядку — п-вимі-
рний простір станів, координатами якого є похідні за часом 
Х ( к\і) , И = 0,га-1. Число координат простору станів дорів-
нює порядку системи рівнянь у формі Коші. 

Рис. 1.2. Структурна схема системи 

Координати Хи Х2, ..., Хп відповідають не реальній, а ма-
тематичній моделі САУ. Функції У,, У2, ..., Уп доступні спосте-
реженню (вимірюванню) — це реальні вихідні сигнали, які 
можна спостерігати (вимірювати). Тому рівняння (1.4) нази-
вають рівнянням стану, а рівняння (1.6) — рівнянням виходу. 

Для опису лінійної стаціонарної неперервної системи 
іноді в модель (1.4) вводять вектор зовнішніх збурень: 
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Х = А Х + В и + Б ^ , 
У = СХ + Д Ж , 

(1.7) 

де Х(і)єі?" — вектор станів системи; І7(£)є і?т — управління 
(керування); У(і )єВ?— вихід системи; — вхідні 
сигнали (зовнішні збурення), або сигнали завдання. Матриці: 
АеВГ\ ВеВ.пп, є , СєВГ*п, Д, є Вр<щ також можуть 
залежати та не залежати від часу 

Система називається повністю визначеною, якщо мат-
риці А,В,С,ОиД,, задані. У системах з невизначеностями ці 
матриці відомі не повністю (для робастних систем). 

Зовнішні діяння Щ О можуть бути відсутніми; детер-
мінованими або випадковими; обмеженими у деякій нормі. 

Системи, моделі яких мають вигляд 

Х = АХ + Б ( 1 8) 

У = СХ + 0 2 №, 

називають відкритими (керування відсутнє). При програм-
ному керуванні обрано и=и(І ) , а у формі зворотного зв'язку 
за станом 1/=КХ. 

Розв'язок відкритої системи можна записати в явному 
вигляді: 

Х(і) = е д ' Х ( 0 ) + [ / И 5 , Щ # , (1.9) 

де Х(0) — значення Х(£) — у початковий момент £=0; є"4' — 
матрична експонента. 

Отже, фізичну постановку задачі необхідно визначити 
наперед. 

Дискретні системи описуються різницевими рівняннями: 

Х^АХ^+Ви^+ІфГ^, 
у ^ с х . + а д , 

де к — дискретний час або номер ітерації в ітераційному 
процесі. 
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1.2. Матричні передавальні функції 
Для перетворень рівнянь у просторі станів вводиться 

сі оператор диференціювання 8 = — на гладкі функції *:(£) він 
<И 

діє за правилом: 

в Х ( * ) = Х ( і ) . (1.11) 
Якщо розглядати 5 як комплексну змінну та функції від 

неї, то тоді можна отримати певний зміст, наприклад якщо 

Д^) = а0 + а18 + ... + ак8к, (1.12) 

то 

Д(8)х(г) = а0л:(г) + а, *(*) + ...+ а4х'*)(*); (1.13) 
сі коли підставити у рівняння (1.7) в = — при Х(0)=0 і фор-
сИ 

мально розв'язати перше рівняння відносно х, отримаємо: 

Х = (в / -А)~ 1 (Вг7 + Д Ж ) , (1.14) 

а для виходу буде: 

У ^ С ^ І - А ) ^ ВІІ + ̂ С ^ І - А ) ' 1 Д (1.15) 

Матрична функція комплексної змінної в 

Нуш(з) = С{8І-Ау1В (1.16) 

називається передавальною функцією від збурення до ви-
ходу У. 

Елементами матриць А(я) є дробово-раціональні функції 
від змінної в, які мають спільний знаменник 

Р(в) = (1е1;(в/-А), (1.17) 

що є характеристичним поліномом матриці А (характерис-
тичним поліномом системи), від розташування коренів яко-
го залежить стійкість та інші властивості системи. 

Тоді можна записати: 
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= = (1.18) 

де W(s) — матриця, елементи якої є поліномами від s. 
Полюси H(s) збігаються із власними числами матриці А, 

для решти матриця H(s) визначена. Зокрема, якщо P(s) стій-
кий, тобто всі його корені лежать у відкритій лівій напівпло-
щині, то H(s) — матрична функція, аналітична у правій напів-
площині (такі передавальні функції є стійкими). 

Можна записати таку зручну залежність: 

Y = Huu(s)U + Hvu,(s)W. (1.19) 

Зручність використання передавальних функцій мож-
на показати на такому прикладі. 

Для системи відсутні зовнішні збурення та похибки 
вимірювань виходу: 

Y = H(s)U,UeRm,YeRe, (1.20) 

тут H(s) — передавальна функція (матриця ехт, елементи 
якої — дробово-раціональні функції s, тобто: 

де елементи ехт матриці W(s) — поліноми від s; поліном P(s) — 
загальний знаменник елементів матриці H(s) — характеристич-
ний поліном системи, а його корені — полюси передавальної 
функції. 

Формально можна отримати: 

P ( s ) # ( s ) = W(s)C7. (1.22) 

Тоді, якщо розглядати s як оператор диференціювання, 
отримуємо систему диференціальних рівнянь високого поряд-
ку відносно Y(t)eR , U(t)eR". Для реалізовності матриці H(s) 
формуються умови: степінь полінома чисельника не перевищує 
степеня полінома знаменника. Такі передавальні функції нази-
вають правильними (реалізовними). Вводячи штучні змінні 
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станів, останнє рівняння приводять до вигляду, аналогічного 
стандартній формі. Це називається реалізацією передавальної 
функції в просторі станів. Тоді використовується запис 

А\В~ tf(S) = (1.23) 
C\D 

або H(s)=(A,B,C,D), тобто система Y=H(s)U еквівалентна системі: 

X = AX + BU,X( 0) = 0, ( 1 2 4 ) 

У = СХ + DU. 

При цьому 

H(s) = C(sI-A)~' B + D. (1.25) 

Перехід від H{s) до (A,B,C,D) — реалізації можна здійснити по-
різному. Приміром, можна забезпечити мінімальну розмір-
ність А (тобто вектора стану X) — мінімальну реалізацію. Від-
повідна розмірність А називається степенем Мак-Мілана для 
передавальної функції. 

Якщо (A,B,C,D) — мінімальна реалізація H(s), то 

P(s) = d e t ( s / - A ) (1.26) 

є характеристичним поліномом системи, а його корені — 
власні значення А — полюси матричної передавальної фун-
кції (полюси системи). 

Використання передавальних функцій є зручним та-
кож у такому випадку для системи: 

X = AX + BU, ( 1 2 7 ) 

У = СХ, 

коли вхідний сигнал U(t) — комплексний гармонійний сигнал 

U(t) = aeiwt, (1.28) 

де а — постійний вектор, w — частота. 
Тоді 
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х(і) = ЯА'Х(0) + еА' [еаи"-Л)~'Васіт = еА'Х(0) + 
о (1.29) 

+(/и>І-А) 1 Вае'ш' А) 1 Ва, 

усталене значення вектора станів буде 

Х(<) = ( ; и ; / - А ) " 1 Ви(г). (1.30) 

Якщо матриця А стійка, то всі її власні значення А,, 
лежать у лівій напівплощині: КеА,<0,г=1, ...,п. Тоді для стійких 
матриць ^'->0 при о. Тоді Х ( 0 - Х ( £ ) | - » 0 при £-*х>. Для 
усталеного значення виходу маємо: 

Y[t)=CX(t) = C(jwI - A)"1 BU(t), (1.31) 

\r<t)-m 0 при t—>оо 

або 

Y(t) = H(jw)U{t), (1.32) 

де матрична передавальна функція H(jw) є частотною ха-
рактеристикою системи. Це рівняння можна пояснити так. 
Припустимо, що всі компоненти вхідного вектора U(t) до-
рівнюють нулю, крім г-тої, яку подамо у вигляді: 
Ui (t) = acoswt + jasinwt (a — число). Тоді А-та компонента 
усталеного значення вихідного сигналу буде: 

YK ( 0 = \к (yiff)|acos((DT + ф) + /|Л„(/ю)|авіп(и;« + Ф), (1.33) 
де hki(jw)-(k0i) -й елемент матриці H(jw), а ф = агghk i ( iw). З 
урахуванням лінійності Я( . ) відклик системи на суму дійсної 
та уявної складових U(t) дорівнює сумі відкликів на кожну з 
них, тобто якщо як Ut(t) взяти дійсну гармоніку a cos wt, то 
усталене значення на fe-му виході буде: 

У* (t) = \hu (jw)\acos(wt + ф). (1-34) 

Національний університет 
харчових технологій 

НАУКОВО-ТЕХНІЧНА БІБЛІОТЕКА 
І н в . № Ї Ч 0 0 2 2 
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Отже, якщо на і-й вхід системи зі стійкою матрицею 
А подавати гармонійний сигнал з частотою IV, то на &-му 
виході буде також гармонійний сигнал з тією самою час-
тотою, а його амплітуда в | Нкі (]и>)| разів відрізнятиметься 

від амплітуди вхідного сигналу, тобто |ЛА( (іш)| — коефіцієнт 
підсилення вхідного гармонійного сигналу, а фаза змінюва-
тиме на arghki(jw). Це використовується для експеримен-
тального визначення частотної характеристики системи. 

Для дискретних систем вводиться оператор зсуву на-
зад г, який розглядається як формальна змінна: 

гхк = хк_,. (1.35) 

Тоді при Х 0 =0 можна записати: 
Хк = 2АХк + гвиХк + Я Д УГ„, (1.36) 

тобто 

хк =г(і-гА)~' вик + г(і-гА)~' ди^, 
/ , \ ( і - 3 7 ) 

ук =гс(і-гА) вик+(гс(і-гА) +д)и^. 

Передавальні функції виражаються через змінну Z: 

нуи (г) = гс(і- гА)~г в, нуш ( z ) = гс{і-гАу1 д + д , (і .38) 

а характеристичний поліном набуває значення: 

Р(г)'=Аеі(і-гА). (1.39) 

Тоді передавальні функції мають вигляд 

(1-40) 

де УґіР) — матриця, елементи якої є поліномами від 
Якщо Р(£) не має нулів всередині одиничного кола, т 0 

він є стійким ( Н ^ ) аналітична в цьому колі). 
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Якщо для відкритої системи без похибок у спосте-
реженні (А>=0) матриця А дискретно стійка, а на вхід по-
дається гармонійний сигнал 

ик=аеішк, (1.41) 

то вихід прямує до усталеного значення 

Ук = Н(е~'ш)ик; н(еіи,)=еішС(і-еішА) ' В. (1.42) 

Тобто і у цьому випадку гармонічний сигнал перетво-
рюється (гранично) до гармонійного з амплітудою, яка змі-
нилася в І р а з і в і зсувалася за фазою — аг ёН(е'ш) 
(знак « — » відповідає оператору зсуву назад). 

1.3. Керованість і спостережність 
багатовимірних систем 

При синтезі систем, у тому числі розрахунку регулято-
рів, інформацію про стани системи можна отримати за до-
помогою спостерігачів, які аналізують вектор У(£) (вектор 
вимірювань) і дають можливість отримати наближене зна-
чення (оцінку) вектор-функції Х(і). При цьому деякі коор-
динати стану можна виміряти, а деякі є комбінацією вихід-
них сигналів, і їх можна розрахувати. 

Математичні моделі в координатах стану (1.7) дають 
змогу отримати оцінку таких важливих показників, як 
спостережність і керованість системи. Якщо керувати 
станами системи Х(£) можна зміною вектора £/(£), а спосте-
рігати за її станами вимірюванням вихідного сигналу У(£). 
то необхідно дати відповідь на два запитання: 

— чи можна обрати £/(£) так, щоб перевести систему 
(або об'єкт) з деякого довільного стану Х0(£) в інший ХА(і)? 

— чи можна, спостерігаючи вектор виходу У(£) протя-
гом тривалого часу, визначити стани системи Х(ґ)? 

Система, яка описується математичною моделлю (1.7), 
є повністю керованою, якщо для будь-якого початкового 
стану Х0(і) існує такий сигнал керування £/(£), який 
переводить систему в кінцевий стан Хк(і) за кінцевий 
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проміжок часу £„<£<£*. Існує математична умова керованості 
(умова Р. Калмана): лінійна д-вимірна система (1.7) є 
повністю керованою, коли матриця 

Nk =[В;АВ;А2В;...АП'В] (1.43) 

має ранг, якии дорівнює порядку системи п 
rank Nk = п. (1.44) 

На рис. 1.3 показана структурна схема системи, з якої 
видно, що вона не повністю керована (сигнал X , не з'єднаний із 
сигналом керування Ц). Для здійснення процесу керування 
потрібна інформація про стани системи (об'єкта). 

Рис. 1.3. Структурна схема системи 
Кількість вимірюваних координат, як правило, менше 

кількості координат станів. Система називається повністю 
спостережною, якщо можливо визначити стани Х(£) за 
даними вимірювань У(£) та £/(*) за кінцевий інтервал часу 
£0 < £ < £к. Математична умова повної спостережності (умова 
Р. Калмана) формулюється так: лінійна стаціонарна систе-
ма (1.7) є повністю спостережною, коли матриця 

\ 2 
Nc = СТ;АТСТ-,(АТ) С Т ( А ^ С 7 ) (1.45) 

має ранг п: 
rankNc = n. (1.46) 

Система, структурна схема якої показана на рис.1.3, є 
не повністю спостережною (координата Х2 не зв'язана з ви-
ходом У). 
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Також більш сильною формою керованості є нормалі-
зованість. Система є нормалізованою, якщо кожна коорди-
ната вектора управління £/(*) окремо забезпечує керова-
ність. Необхідною та достатньою умовою при цьому є така: 

гапкИСі =гапк[Ьі;АЬі;...;Ап-1Ьі~] = п (1.47) 

для всіх і = 1,2, .... т, де ЬІУ і = 1, 2, ..., т — стовпці матриці В. 

Приклад. Дано математичну модель трисекційної 
пластинчастої пастеризаційно-охолоджувальної установки 
ОПУ-ІО у вигляді: 

=-0,0136*гв+0,676Сп+0,0136*хв ; 
сіх 

^ " . = -0,0123* +0,0066* - 0 , 0 4 1 4 0 + 0 , 0 0 5 6 * ; • 1*1 «II ІУ1 .1) М І іН 
йТ (1.48) 

= -0,0055* . -0,0092* +0,0027* -0 ,00355(3: т Х.Н Г.В М.ІЇ м 
ах 

гі* •^Е- = -0,0068* +0,0054* п -0 ,01690 +0,0013* х, Г.В М.ІІ м м.х ах 

де іг.в — температура гарячої води, *м п — температура пас-
теризації, *х.в — температура холодної води, *м р — темпера-
тура молока рекуперації, (?„ — витрата пари, (?м — витрата 
молока, *м х — температура сирого молока. 

Необхідно привести об'єкт у простір змінних станів: 

— = Ах + Ви + Сю, ,„. 
гі* (1.49) 
у - Сх + Би + Ни) 

та оцінити спостережність та керованість системи. 
За (1.49) складаємо вектор координат станів, вектор 

управління та вектор зовнішніх збурень: 
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к. 
і.. 

X = и = IV = К.х]- (1.50) 

Відповідно до виразів (1.50) і згідно з моделлю (1.48) 
складаємо матриці першого рівняння (1.49): 

А = 

В = 

-0 ,0136 
0,0056 

-0,0092 
-0,0068 

0,676 
0 
0 
0 

0 
-0,0123 

0 
0,0054 

0 
-0 ,0414 

-0,00355 
-0,0169 

0,0136 0 
0 0,0066 

-0,0055 0,0027 
0 0 

0 
0 
0 

0,0013 

(1.51) 

Нехай вимірюють лише *г-в — температура гарячої во-
ди, £м п — температура пастеризації, £хв — температура хо-
лодної води,то 

У = 

і 
(1.52) 

тоді матриці другого рівняння мають вигляд 

"1 0 0 0" "о 0" "0" 
с = 0 1 0 0 ; о = 0 0 ; н = 0 

0 0 1 0 0 0 0 
(1.53) 

Визначаємо матрицю керованості об'єкта за виразом 
(1.43): 
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0.6760 0 -0,0092 0 0 О О О 
О -0,0414 0,0038 0,0004 -0,0001 О О О 
О -0,0036 -0,0062 0 0,0001 О О О 
О -«,0169 -0,0046 -0,0002 0,00001 О О О 

(1.54) 

Відповідно ранг цієї матриці становить 
гапк Ик =4= п, (1.55) 

тобто об'єкт повністю керований. 
Визначаємо матрицю спостережності об'єкта за фор-

мулою (1.45): 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

-0,0136 0 0,0136 0 
0,0056 -0,0123 0 0,0066 

ЛГ = 
-0,0092 0 -0,0055 0,0027 

ЛГ = 
-0,0092 -0,0055 0,0027 

с 0,0001 0 -0,0003 0 
-0,0002 0,0002 0,0001 -0,0001 
0,0002 0 -0,0001 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

Відповідно ранг цієї матриці становить 
гапк Ыс =4= = П, 

тобто об'єкт повністю спостережний. 

(1.56) 

(1.57) 
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Контрольні запитання 
1. Які види зображення об'єкта та системи Ви знаєте? 
2. Що таке модель у просторі змінних станів, які змін-

ні до неї входять? 
3. Що таке матричні передавальні функції, де їх вико-

ристовують? 
4. Яким чином можна перейти від моделі в матричних пе-

редавальних функціях до моделі в просторі змінних стану? 
5. Що таке керованість об'єкта? 
6. Що таке спостережність об'єкта? 



АНАЛІЗ І СИНТЕЗ СИСТЕМ 
ПРИ ВИПАДКОВИХ ДІЯХ 

2.1. Статистичний підхід. 
Характеристики випадкових процесів 

Для реальних систем зовнішні сигнали є випадковими, 
значення їх мають імовірнісний характер, наприклад, зміню-
вання витрат матеріальних потоків, їх концентрацій і темпе-
ратур та ін. Непередбачувано змінюються властивості об'єкта, 
приміром коефіцієнти тепло- та масообміну, а також перешко-
ди, які діють у каналах вимірювання. 

Випадкова величина характеризується тим, що її зна-
чення не можна точно передбачити, воно визначається не-
контрольованими причинами. 

Випадковий сигнал (процес) — функція часу, значення 
якої в кожний момент є випадковою величиною. У теорії ймо-
вірностей користуються також рівнозначними термінами — 
«стохастичний процес» і «ймовірнісний процес». Випадкові 
сигнали (процеси) на відміну від детермінованих не можна 
описати однією функцією часу, тому використовується множи-
на характеристик, які в комплексі оцінюють імовірнісні влас-
тивості сигналу. 

Функція х(£), яку отримують за результатами експери-
ментальних спостережень, називають реалізацією випадко-
вого сигналу на довжині реалізації 0 < і < Т. 

Часто використовують такі характеристик випадкових 
сигналів: математичне сподівання; дисперсія; середньоквадра-
тичне відхилення; кореляційні функції; спектральні щільності 
та ін. Беруть також низку припущень та гіпотез. Передовсім 
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