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Метод частичных областей применяется к задаче определения 
напряженно-деформированного осесимметричного состояния беско-
нечного тела с математическим разрезом по части поверхности свд-
того сфероида вращения. Упругое пространство разбивается на 
внешнюю и внутрсшюк) области по отношению к поверхности эллипсо-
ида и в каждой из областей поля напряжений и перемещений пред-
ставляются в виде разложения по ортоганэлышм системам функпий 
Лекандра. После выполнения граничных условий и условий непрерыв-
ности физических полей на поверхностях соприкосновсш-я частичнкх 
областей задача приводится к взаимосвязанной системе парных 
уравнений, а затем к системе интегро-да4фере;шк.алг.ных уравнений 
Фредгольма. Осуществлено, асимптотическое суммирование точных 
решений вблизи граничной окружности эллипсоидального разреза 
и получены формулы для коэффициентов интенсивности напряжений, 
а также для локальных полей напряжений и перемещений, Ьа основа-
нии численных данных и к^г.те^ия максимальных окружных растяги-
вающих напряжений определяются самке опасные геометрии харрезов 
и прогнозируются начальное направление предполагаемого разруше-
ния материала. 

Экспериментальные исследования поверхностей разрушения 
различных марок стали методами электронной фрактографии по-
казывают, что первональные поверхности разрыва сплошности 
материалов имеют переменную кривизну. Подойти к опенке проч-
ности материалов с внутренними неплоскими трещинами модно 
через решения класса задач теории упругости о равновесии т&л, 
ослабленных разрезами по поверхностям вращения второго поряд-
ка, В этом случае имеется возможность варьировать кривизну 
поверхности разреза, приближая его геометрию к реальной фор-
ме трещины. 

§ I . Решение уравнений Ламе 
Решение статических смешанных задач механики деформиро-

ванного твердого тела базируется на решении уравнений равно-
весия упругих тел, представленных в той или иной форме. Раз-
личные подходы к решению основных граничных статических з а -
дач теории упругости для тел, ограниченных поверхностями 
гращения, приведены, например, в монографиях [ 1 - 6 ] . 

Построение решений уравнений равновесия для сжатого эл-
липсоида вращения и пространства с эллипсоидальной полостью 
будем проводить методом работы I 2 ] . Задачу рассматриваем в 
сжатых эллипсоидальных координатах вращения § . £ , у , 
которые Вг,рцем с помощью равенств 

Ъ - оо& £ + с с еД<§ ^ ' н ^ , У ' ¥ 

( о £ ^ <=« , ОЬ^&ЗГ^ о ь, ср 

где параметр С определяет иолуфокуснне расстояния эллип-
соида; , Ъ , у 7 цилиндрические координаты. 

Уравнение равновесия для однородной изотропной среды, 
ограниченной поверхностью эллипсоида, возьмем в форме Ламе[1] 

г . ^ Н ^ 0 ^ ^ ~ = о ( Ь 2 ) 

где Ы - вектор упругих перемещений; ууI - число Пуас-
сона. Учитывая осесимметричность задачи, введем в рассмотрение 
следующие фунгоши 

(1.1) 
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где единичный вектор. На рис Л показано сечение элли-

'Н 

Рис Л . 

пспида меридиональной плоскостью. Вектор <2у направлен пер-
пендикулярно плоскости рисунка. С учетом равенств ( 1 . 3 ) ура-
внение Ламе в проекциях на эллипсоидальные оси координат [ 7 ] 
запишется в виде 

__ __ 

Решение системы уравнении ( Т . 4 ) находится методом разделения 
переменных и представляется следующими рядами 

— + " ^ ^ ъ О У . с ц . 4 ) 

2 Сг 7 ) = ( 2 * К ^ ) 

где Р-цСЯ^и Р^, (М) - функции и присоединенные функции Лежандра 
[ 8 ] ; Л у, - бесконечная последовательность неизвестных коэффи-
циентов; Сг - модуль сдвига материала. 

Проекции вектора упругих перемещений будем находить из 
системы ( 1 . 3 ) . Записывая операторы ©/(V и 1С І »'криволи-
нейной системе координат [ 7 } , а пяте' переходя к эллипсои-
дальным координатам ( І . Т ) , получим 

1 1 . 5 ) 

\ь н V Ь ) 

= е с щ . у к 
2 

где - к . = V . 
Учитьшая соотношения 

1 1 . 7 ) 

из равенств ( 1 . 6 ) легко получить следующую систему 

ч -

= 2 
Є Л ^ є л і ^ г п 

где и2 . , - проекции вектора перемещений на цилиндрические 
оси координат. Если поочередно домножить первое уравнение сис-
темы на -іггИц), са*,^, а второе - на , 
^ ^ V» И ^ и последовательно полученные равенства просуммиро-

вать, то придем к системе неоднородных дифференциальных урав-
нений в частных производных 

Ъ ь + ыъьЪ- Ч ^ М *ін чи) 



Однородная система ( 1 . 9 ) с точностью до знака при и і , сов-
падает с системой ( 1 . 4 ) , поэтому ее решение имеет вид ( 1 . 5 ) . 
Частное решение неоднородной системы ( 1 . 9 ) представляется 
через известные функции у) в виде комбинаций 

1 1 . 1 0 ) 

Достоверность этой формы частного решения легко проверить, 
если подставить ( 1 . 1 0 ) в ( 1 . 9 ) и учесть систему уравнений 
( 1 . 4 ) . Представим частное решение ( 1 . 1 0 ) в виде разложения по 
ортогональным системам функций Лежандра. С этой целью восполь-
зуемся рекурентннми соотношениями такого типа [9Д 

р £ ' ( х ) = С П - ^ ' ^ Р * 0 . с х з 

и преобразуем проиэзедения тригонометрических функций на 

яаыхч&о-.ч) = £ (ЦІННАЯ 

-уі^О 

?І = 1 у 

п = о 
1 

1 -М=0 

и . 1 1 ) 

и . 12; 

^ СП + й) 
од 

Подставляя ( Г . 1 2 ) в (Т .10 ) и используя соотношения между функ-
циями Лежандра с соседними индексами С9] такого типа 

й Д ( * ) = и л 3 ) 

К - * = 2 - Ь ) 

после ряда преобразований частное решение ( 1 . 1 0 ) представим 
следующими рядами 

71-о ( ( 1 . 1 4 ) 
J 

где 

* (-п+і)4іЧ Р Л ^ к ) - г-'Щя'К С ^ в ) , 
( 1 . 1 5 ) 

+{п ^ , Р ^ ц ) . К -



РоиіРііиа однородной оиотимн (1.У) иииишем и пид" 

<Х) і , 

г Є и , - X 1 А » - Р - п і ' ^ і ^ " и ( < « і ) 
( 1 . 1 6 ) 

7 1 - 1 

где А^, - неизвестные коэффициенты. Суммируя (Т.14) и ( І . І 6 ) , 
общее решение неоднородной системы ( 1 . 9 ) получим в виде сле-
дующих разложений по ортогональним системам функций Лежандра 

»1 О V 1. і ' 

г є г и г 

где с и и з = А І - С { г п + і ) * Ь г $ А г г - 1 
Рассмотрим случай, когда на поверхности ? = задан 

вектор перемещений и его проекции на оси е й , о І предста-
вимы рядами по функциям Лежандра 

и . і в ) 

где ^ у , , 9т» ~ известные коэффициенты. 
Удовлетворяя граничньм условиям ( І . І 6 ) , получаем алге-

браическую систему уравнений для определения {з^ , 
Покажем, что поле перемещений в произвольной внутренней точке 
эллипсоида определяется через найденные коэффициенты ё-ч , 

а ^ г С$е)• Для этого запишем в виде 

< Ч Ф * ї и і ї и - Ж ^ - п г о А у , . , ) а ^ ь - п ( ь ) 

и подставим в ( І . І 7 ) . Если воспользоваться приведенными ниже 
тождественными равенствами . 

•>1=0 8 і 5 

схз 

- = ( і . <0) 

ї і 
2-П + 1 
-ПСП+1) 

- К ^ ж ^ Р ъ + ^ г ) ] - 1 1 . ( 4 , 4 ) 

то перемещения в произвольной точке эллипсоида вращения пред-
ставляются в виде 

СЮ 

- И - о 

< и $ Ч ) ^ ( 1 . 2 1 ) 

Заметим, что вывод тождеств ( 1 . 2 0 ) базируется на соотношениях 
между функциями Лежандра с соседними индексами такого типа 

( а . 2 2 ) - г Р , ' . / « - Ц * ^ . 

Р ( г ) - п щг-п+ъ) 



По полученному полю перемещений компоненты тензора напряжений 
можно найти, например, на основании закона Гука ( I ] . Однако, 
такой подход связан с довольно громоздкими преобразованиями. 
Значительно проще выражения для цилиндрических проекций век-
тора усилий получить из следующего равенства [ I ] 

( ' г \ ^ г о и Л ) и ' { Ъ г г о Щ ^ и . а з > 

£пе У\ - орт внешней нормали к граничной поверхности тела 5 , 
- вектор внешних усилий на 5 • Если положить в этом ра-

венстве , а затем^последовательно скалярно умножить 
его на единичные вектора , то после ряда преобра-
зований, базирующихся на соотношениях ( 1 . 7 ) , ( 1 . 9 ) , получим 

г , - - г ^ Ь ^ м ^ - і ) 

ъ С 

где , - цилиндрические проекции вектора внешних уси-
лий на поверхности % = . гри выводе ( 1 . 2 4 ) были ис-
пользованы следующие тождества 

о* і 

г С, ((Ж5 ел7в-- іМсЪИ 7 и ) ) - Т , К ^ ) К ( % ) . 
1 ^ и . 2 5 ; 

гЄг( ^ ^ в г с к і ^ ^ ^ і ^ Р ^ і ) 

Аналогично, цилиндрические проекітии вектора усилий , 
на поверхности с нормалью "V? - представляются в виде 

( І . 2 6 ) 

Іь 

Для полноты изложения укажем, что компоненты тензора на-
пряжений в произвольной точке эллипсоида вычисляются по сле-
дующим формулам ' ТО 

. = + и . 2 7 ) 

где косинусы углов между единичными векторами находятся иэ 
соотношений ( 1 . 7 ) . 

Поля перемещений и напряжений во внешней области 
определяются равенствами, подобными ( Т . 2 1 ) , ( 1 . 2 7 ) , только в 
НИХ необходимо вместо ПОСТОЯННЫХ в.^ , £-1, ввести коэффициен-
ты , , а функции Лежандра первого рода 
заменить фикциями Лежандра второго рода ( • 

§2 . Приведенные задачи об эллипсоидальном 
разрезе к взаимосвяаанной системе 
парных уравнений. 

Пусть упругое пространство содержит внутренний математи-
ческий разрез, который расположен по части поверхности сжатого 
эллипсоида вращения и находится под действием внешних осесим-
метричных сил, приложенных на бесконечности. Предполагаем, что 
внешняя система сил.такова, что контактирование поверхностей 
разреза не наблюдается. Как обычно, согласно принципу Бюкнера 
[ 1 0 3 , внешнюю нагрузку переносим на поверхность разреза и в 
дальнейшим будем рассматривать задачу о напряженно-деформиро-
ванном состоянии упругой среды с эллипсоидальным разрезом при 
заданных осесимметричных нагрузках на поверхностях разреза. 
В эллипсоидальных координатах разрез занимает поверхность ,5 
( ? = • 7 - ?Р • ° 6 Упругое пространство 

разобьем на две области: внутреннюю область 
V , ( § * ? в , 

О ± ^ , О & у ЬЛЗГ) и внешнюю область ( § , 
О £ ЗГ , О * у ^ Л Т Г ) . Ка риз.2 показано сечение упругого 

пространства меридиональной плоскостью. 
Согласно предыдущему параграфу, цилиндрические проекции 

векторов перемещений и усилий в областях У 1 , предста-
вим в виде рядов по функциям Лежандра ( 1 . 2 1 ) и ( 1 . 2 4 ) . Вхо-
дящие в эти разложения неизвестные бесконечные последователь-



ности коэффициентов 0.-й , , е ^ , будем находить 

2 

> 3 " 7 / / 
1 — — 

V © 0 
© 

у ••, 

Рис.2 . 

следующих условий 

^ = Ш и л 

. - г " 

где известные фикции, соответствующие нагрузке, 
приложенной на бесконечности. Условия ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) соответст-
вуют требованию непрерывности полей перемещений и напряжений 
на поверхности эллипсоида вне разреза . 

Согласно равенствам ( Т . 2 1 ) , ( 1 . 2 4 ) Цилиндрические проек-
ции векторов перемещений и усилий на поверхности ? = ? о з а -
писываются в виде 

АО 
л ^ * - О , Л Р Л « * * ) 

*и = о 

1 2 . 4 ) 

= о) 
14 

Ъ-О 12.6) п-О 

Здесь и в дальнейшем, пока не будет специально оговорено, 
функции Лежандра р * , являются функциями аргумента 

Аналогично, поля перемещений и усилий, записанные для 
области Л 2 , принимают следующий вид на поверхности ^ -

ж и 

-У1~0 ( 2 . 7 ) 

К С ^ = - ( ^ > ^ р ^ ^ # 

Ъ у ч с1 у и - в ) 



Из условий ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) следует, что проекции векторов усилий 
равны на всем промежутке ортогональности функций Лежандра, 

Удовлетворяя условиям ( 2 . 9 ) , а затем используя свойство орто-
гональности функций Лежандра Р ^ на промежутке С ^ Л ] , 
приходим к следующей системе алгебраических уравнений 

U . i O ) 

Разрешая эту систему, например, относительно , о/*, , по-
лучим 

и. 11) 

и 4 4 - П Ж •л) р д + (ъи)с\це Р ^ С},,- П 

и 4 2 = ^ с М ь т п ^ Г - п п н ) * Я 7 ^ Ж | с ] , 

* , и 2 ± - с * * * ) . 

Подставляя полученные выражения длс Су, , с/у, ( 2 . П ) в ра-
венства (2 .7") , а затем удовлетворяя граничит условиям,(2 .3) и 
( 2 . 1 ) , приходим к следующей взаимосвязанной системе парню: 
сумматорных уравнений относительно ,. ^ 

(2.13) 

-71 = 0 , 

t г ? Ч а с с \ B a l 2 W - 0 
I f f ? I - л 1 * 2 1 * г г ) 

где 

- ("И* i j V » f e e J l f 0 ^ , (2.14) 

c 2 1 * d) Q * , 

а выражения J J ^ определяются равенствами ( 2 . 6 ) . 

§3. Решение взаимосвязанной системы парных 
уравнений. 

Решение взаимосвязанной системы парных уравнений ( 2 . 1 3 ) 
будем строить, опираясь на приведенные ниже разрывные суммы и 
абелевые интегральные предртавления для полиномов 1 8 J и при-
соединенных функций Лежандра [ I I ] , [~12 ] 

1- U ( - t - l ) (3.1) 
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p „ ( c * t ) « 4 ( 

o^-n R», (Wjf J £ Г £tflJ( irt И dLttX OIjc 
•n (-rt-fd) or J ^iLCoiX-ACd^ 

где H L ^ ' f ) - функция Хевисайда [ТЗ]. 
Согласно методу работ [ H J , l J 2 j , [ I 4 j , введем следующие 

интегральные операторы от двух вспомогательных функций 
и 

где и непрерывные функции на отрезке 
и этому же условия удовлетворяют иг гроизводные. Легко уви-
деть, что если'функцию У 1 + ) подчинить интегральному условию 

У ' Ш ~ о (3 .3) 
то на основании разрывных сумм ( 3 . 1 ) интегральные операторы 

• тождественно удовлетворяют последним двум уравне-
ниям системы ( 2 . 1 3 ) . 

Рассматривая ( 3 . 2 ) как алгебраическую систему относитель-
но СС^, , а затем решая ее, получим 

'П('П+Л){- г г * 71 Л 1 

I - i c / r f e Г с Ttlj-I 

І З . * ) 

Отметим интересный факт, что определитель.системы ( 3 . 2 ) связан 
с Д следующим соотношением 

А ' = £ і і С г г - С г і е і ь = - 7 1 ( 7 1 + 0 A 

ных Й. 
Если с самого начала пойти по -утя исключения неизвсст-

то коэффипу С ^ , сі-ц "ргдставляются чергл 

интегральные операторы точно такими же формулами, 
как ( 3 . 4 ) , только в выражениях С ^ необходимо сделать взаим-
ную замену функций Лежандра первого и второго рода! 

Функциональное уравнение для определения неизвестных 
функций (р(4) и УСІ) получим, если вместо коэффициентов , ^ 
в первые два уравнения системы ( 2 . 1 3 ) подставим их выражения 
из ( 3 . 4 ) . После ряда преобразований, найдем 

Т . ( Р ' * < • « » ! ) = ^ Ш -

Ъ-1 
где 

- v n ^ = - " C ^ O ^ A U P I Q ^ Q I P - v , ) -

( 3 . 6 ) 

Если в равенствах ( 3 . 5 ) вместо функций Р-п С ^ ^ ) и Р», ^ 
подставить их интегральные представления ( З . Т ) , а символы 
Д^1», заменить соответствующими интегралами ( 3 . 2 ) и з а -

тем поменять порядки суммирования и интегрирования, то при-
дем к следующей системе интегральных уравнений Абеля 
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оо 

' 1 1 = 0 

-и = о 

М 2 1 и л ) - I й 

( з . 7 ) 

( 3 . 8 ) 

= 0 
о э 

2 2 ' 

Суммирование последних двух рядов начинается с нуля, что 
оправдано интегральным условием ( 3 . 3 ) , а также тем, что 
- у п а 1 | ^ = 0 . Для исследования сходимости рядив ( 3 . 8 ) , а так 

же для улучшения их сводимости го правилу Куммера [153 необ-
ходимо знать асимптотическое поведение выражений "Ж < ^ при 
достаточно больших 7г\ с точностью до с ( 7 1 ~ у . Оказалось, 
что известных в литературе [ 8 ] , [ У двучленных асимптотиче-
ских формул для полиномов и функций Лежандра недостаточно длл 
решения поставленной задачи. Поэтому остановимся кратко на 
выводе пятичленных асимптотических формул для (функций Лежанд-
ра. Бедем исходить из следующих представлений 1 9 } 

1 8 • 

ф і ) - ( ^ 

где р - гипергеометрическая функция; Г(х] - гамма-функция. 
Основанием для использования отих представления в качестве 
асимптотических рядов служит заключение, приведенное в [ Є ] . 
Представляя гипергеометричеокие функции, а інкжр гамма-функ-
ции н виде рядов по степеням 71 , а зат.м удерживая в ( 3 . 9 ) 
только главные члены при Тп > 7 3 , после ряда преобразований 
получим , _ ^ • 

, 2 , , 

• оіу, <Аи§/— _ 3 7 с , 

У-Л^і " ^«Пгпиг [1 . "Г" ~ 
Ш ь г 

+ " • ] ' ; 1 = (О.ХО) 

і5-±\ігі-ч + Шііліііїїіі^ ч . . . І 
І 2 & - И 2 ЬЧІЬ-П* -І 



Асимптотические формулы для попарных произведений функций Ле-
жандра первого и второго рода значительно упростятся, если 
представить приближенные равенства (ЗЛО) не по степеням , 
а по степеням <»(>,= умО,5 . После ряда упрощающих операций 
придем к следующим асимптотическим равенствам 

- в ш ^ к ш ч з ) 
2 и * 4 

16Л* 

1 3 . 1 1 ) 

п >? ± 

Заметим, что вывод равенств ( 3 - . I I ) базировался не на четы-
рехчленных, а на шестичлент.г'- асимптотических формулах ( З Л О ) . 
Равенства ( 3 . 1 1 ) являются исключительно удобными и полезными 
для аналитического исследования рядов типа ( 3 . 6 ) , а также к:, 
гут быть использованы для приближенного вычисления значений 
произведений функций Лежандра при >7 

Если подставить в ( З . б ) вместо произведений функций 
Лежандра их гриближенкые равенства ( 3 . 1 Т ) , то после преобра-
зований получим следующие асимптотические формулы для выра-
жений т { у , имеющие место при У\ З 

^ и ^ ' Ц . + ^ ^ ' + ^ г ^ 3 ' упЛ1; (3.12) 

П ц - 7П, 

гг.' 71 77 1 

где 2 

А Л(9гм-Ч)1г]. а _ 3 \205-ni-9t, 
г 1 3 2 1 г п М ' Л 5 б \ ъ п 1 Г 0 ч 

Из анализа рядов ( 3 . 8 ) следует, что они расходятся в классе 
обычных функций 1 1 6 ] и сходятся в классе обобщенных функций 
[ТЗ]. Приведем значения некоторых вспомогательных сумм, не-
обходимых для дальнейшего исследования 

? - х 

11^0 

^ ^ Ч ' и ^ а д ^ - - Ц ш - х ) ( 3 . 1 4 ) 

- 2 1 я г 2 а л * 

где £ ( . - 1 ~ У ) - дельта-функпия Дирака [ 1 2 ] . 
Соотношения ( 3 . 1 4 ) получены на основании равенств такого 

типа ГТЗ], Г 1 7 ] 

? С ^ И У - I + З Г 5 < х ) ; 2 - ь ' п и * -
-r.se 2 

(О * * 

V ^ И X _ ^ г 

п = о ~ ~ * 

( с X <-ЗГ) 



(3.15) 

У Ш(ЯГ-2.1x1) 

Если теперь воспользоваться суммами ( 3 . 1 4 ) и для улучшения 
сходимости рядов ( 3 . 8 ) применить к ним преобразование Кумме-
ра [ 1 6 3 , т о после ряда упрощений, получим 

м 1 2 ш ) = & $ а - х ) + 

М г 1 ( х , 1 Ь а т - ^ - Й ^ М ) ; 

М г г С х Л ) - ± е 1 и - х ) - Н г г С х , 1 ) 
где 

оо 

оо _ 

I £ 2 ) ^ ^ * и л * * ; 

( 3 , 1 6 ) 

->1 = 0 22. 

Заметим, что коэффициенты в суммах ( 3 . 1 6 ) убывают с ростом 
"И , как СЫ^4) или СЫъ*) . Если ( 3 . 1 5 ) подставить в 
( 3 . 7 ) и учесть интегралы от обобщенных функций [ 1 3 ] 

о. 
то получим (З.Х7) 

(3.16) 

Рассматривая равнения как уравнения Абеля и решая 
их согласно фощгЛ [иТ| ^ 

У ^ о с у х - г с ^ 
• [ШМй 

гридем к следуюи|е1Я1>истейе интегро-дифференциальных уравнений 
'редгольма ^ 

к о 
•8 ( 3 . 2 0 ) 

I у V*) - < * ) • ' Ъ Ос) 
° * 

а а х о г с ^ у 

г. 
где 

Л 
п л л _ ^ С М ^ Ы с1 н 

о ч г ы у - я с ъ х 

о . « а ) 



Замыкают систему интегро-дифреренциальных уравнений 
( 3 . 2 0 ) условия 

Чо 

({(О) ~ О. и . « * ) 

Второе условие вытекает из тех же требований, которые были 
обоснованы в работе [ I I ] . Из взаимосвязанной системы интегро-
дифференциальных уравнений ( 3 . 2 0 ) численными методами 1.18], 
[ 19] находятся значения функций ф И ) и УС4) в М точках ин-
тервала О £ X После этого методами численного инте-
грирования вычисляются интегралы , ( 3 . 2 ) , а затем 
по формулам ( 3 . 4 ) - коэффициенты (Л^ , . П о известным ко-
эффициентам ССц , определяется напряженно-деформированное 
состояние в произвольной точке внутренней области согласно 
формул ( 1 . 2 1 ) , ( 1 . 2 7 ) . Ясно, что получение окончательного 
численного результата с необходимой точностью является не 
простой задачей. Однако, оценку прочности дефектного материа-
ла с позиций линейной механики разрушения [ 2 0 - 2 4 ] можно про-
вести на основе анализа коэффициентов интенсивности напряже-
ний и полей напряжений или перемещений вблизи разреза. Этому 
вопросу и посвящен следующий параграф. 

§4. Локальный анализ полей перемещений и напряжений 
вблизи граничной окружности эллипсоидального 
разреза. 

Остановимся на выводе формул для определения напряжений 
на поверхности эллипсоида вне разреза (•? = ?<>,, "[е 1 —ЗГ )• 
Если в формулы ( 3 . 5 ) вместо функций Лежандра подставить их 
интегральные представления ( 3 . 1 ) , а затем поменять порядки 
суммирования и интегрирования, то получим 
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Особенность вычисления интегралов ( 4 . 1 ) состоит в том, что 
подинтегральные суммы в точках X - обращаются в бесконеч-
ность. Поэтому, внешний интеграл разобъем на сумму следующих 
интегралов 

1 г 1 . - е у ь I 

(4.2) 

и преобразуем каждый из интегралов, а затем в окончательном 
результате устремим Е, к нулю. При вычислении интеграла от 0 
Д° Чс ~ £ будем использовать равенства ( 3 . 1 8 ) , а при вычис-
лении последнего учитываем, что Ос > £ . Это значит, что в 
( 3 . 1 5 ) первые слагаемые, представляющиеся через обобщенные 
функции, тождественно равны нулю, а вычисляются 
при условии Л > £ . Вычисление среднего интеграла проведем 
более детально. Средний интеграл от регулярных слагаемых 
равен нулю при £ -» О и только следующие интегралы будут 
отличны от нуля 

V 2 СЗДС-2 £65 9' 

^ І Т . ^ ( і ї ї і ^ п ^ х ) -

рх 

5 * = ° 25 



После выполнения всех указанных выше операций, получим следу-
ющие выражения для проекций вектора усилий на поверхности эл-
липсоида вне разреза ( 1 у 7 « ) 

I з - ! Ш й . 

Ь ' о ( Х г Ц 

Ф ^ М • - « С т ь н х с Ь с г 

Компоненты тензора напряжений на поверхности эллипсоида вне 
рпзреза запишутся в виде 

г ^ т 1 1 ^ ч 

Коэффициенты интенсивности напряжений найдем из предельных 
равенств [19-22 Д 

где _р0 - Кратчайшее расстояние от точки на поверхности эллип-
соида вне разреза до граничной окружности разреза. Кратчайшее 
расстояние можно определить чер^э дифференциал координат-
ной линии с1$ « Г ^ и в первом приближении 

Из рШ'РЧСТЙ ( 4 . 5 - 4 . ? ) придельным иерСХОЛОМ получим 

( 4 . 8 ) 

О - И < / < Ь ) < Ж ь с м у 0 + У 1 Ч о ) Ао^И У а . 

л = \ / с У>Щ Ас^Ц Ча - е ^ % 

2 . 

Как видно, коэффициенты интенсивности напряжений находятся 
через значения функций и в точке - .. 

Перейдем к самому трудному разделу в этой задаче, к ло-
кальному анализу полей перемещений и напряжений вблизи гра-
ничной окружности эллипсоидального разреза. Такой анализ не-
обходим, так как все критерии линейной механики разрушения 
материалов [ 2 0 - 2 4 ] , в принципе, базируются на исследовании 
напряженно-деформированного состояния вблизи дефектов. 

В плоскости меридионального сечения, так, как показано 
на рис.2 , введем локальную полярную систему координат $ , У 
с началом в точке Ох . Считая $ достаточно малым, Связь 
между эллипсоидальными и полярными координатами в области 
представляется в виде 

с м с ^ - * ^ ; ( п - ь ) ~ Р 

с . \ / С М % - С Ч ' Ч с ) « ? и & Г 

Запишем еще ряд приближенных соотношений 

На основании равенств ( 1 . 2 1 ) и ( 3 . 4 ) , только записанных для 
области < перемещения во внешней области представляются 
через интегральные операторы , в виде 

(4.У) 

( 4 . Х 0 ) 

гп 



' [ р г х * ] № , . л < « > « ) - « г л . » « » » ? ) ] ; 

ОО с -ДО 

? т т ш к т ^ » я - ч Х п Ы • 

( ч Л 1 ) 

Т1-1 

где 

•+ § р Д + ЩПН) Р ^ а ^ ] ; 

* г ( Ц и с ш ^ ц ; 

Р ^ ^ У ; 

Заметим, что в равенствах ( 4 Л 2 ) функции Лежандра первого рода 
являются функциями аргумента с с , а функции второго рода -
аргумента . 

Получим ряд вспомагательных приближенных формул, необхо-
димых для дальнейшего исследования рядов ( 4 Л 1 ) . Будем исхо-
дить из следующих сумм для полиномов Лежандра [ 9 1 

где С̂  - (Ц , а - комплексно сопряжен-
ная функция функции С^. 

Рассмотрим поведение правых частей ( 4 Л З ) при , 
? > ' ?С Л » ? , , считая, что точка $ лежит в 6. - окрест-
ности точки На основании соотношений ( 4 . 9 ) , ( 4 . 1 0 ) 
получим + 

е." а 
1 ^ ЧШЦ. <4'14) 

после учета последнего соотношения в тояздествах ( 4 . 1 3 ) и соот-
ветствующих упрощений, приходим к следующему приближенному ра-
венству I у , 

£ ) * и п Ч с ц ъ 

Ш Щ ^ Л 5 ) 

Аналогично, на основании полученных сумм для присоединенных 
функций Лежандра 

Оо ' , и . 1 6 , 

( 4 Л З ) 



выводится следующая асимптотическая формула 

- к г л 
Цг 

ЧХ--І СИ + і ) 
( ч Л 7 ) 

Интегрируя, например, второе равенство ( 4 . 1 6 ) по переменной 
получим 

1ч.хо) 

Осуществляя асимптотический переход в равенствах такого типа, 
приходим к следующим асимптотическим формулам 

-И (71 + 

где С 4 , комплексные постоянные, значение которых, 
ввиду их громоздкости, здесь не приводятся. 

Приведем еще ряд приближенных равенств, полученных из 
соотношений (ЗЛО) . . , , 
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" 3 0 ; 

л , 
Заметим, что в области У 2 ( | > ) выражение С г 1 , 

Интегральные операторы Т10 , Я » представим в виде 
N 

' С - 1 Ґ - і ^ ' м а ^ і М 

Так как функции и Ч ' Ш являются непрерывными и 
ограниченными на отрезке О 4 { € ^ , то вторые слагаемы*5 

э правых частях равенств ( 4 . 2 1 ) имеют порядок на единицу 
меньший по сравнению с первыми слагаемыми при "П > 7 1, 

Асимптотическое суммирование точных выражений проекций 
вектора перемещений C 4 . I I ) вблизи граничной о-'ругнпоти з л г х - -
соидального разреза осупестзич сл^дукг^-« •»»»<•, " •••• • '..*.„»*•« -



сумм э ( 4 . 1 1 ) к произведениям функций Лежандра первого и вто-
рого рода добавляем и вычитаем их асимптотические выражения 
( 4 . 2 0 ) , а вместо интегральных операторов Т̂ Ц , ^ ^ подстав-
ляем первые слагаемые из равенств ( 4 . 2 1 ) . Затем следим только 
за теми слагаемьми суммы, от которых в окрестности точки 
ОлС^Ч») имеют порядок или . Приведем последова-
тельно асимптотическое суммирование одной из сумм, например, 
такого вида 

« Ж е . ^ ^ Р - Д « * » ? ) 

Под знаком этой суммы к произведениям функций Лежандра доба-
вим и-вычтем их асимптотические представления ( 4 . 2 0 ) , а вме-
сто 1 ^ подставим ( 4 . 2 2 ) . Ясно, что приведенные ниже 
выражения 

" ** (4.24) 

( ч . 2 3 ) 

ш 
іп ) 

і~ і 

имеют порядок 0(71 J при И >> 1 , а суммы от них 
в ( 4 , 2 3 ) имеют порядок • Поэтому в ( 4 . 2 3 ) будем рассма-
тривать суммы только от тех слагаемых, где вместо произведе-
ний функций Лежандра будут стоять их асимптотические значе-
ния ( 4 . 2 0 ) . Имеем 

Н е с 

п , % С / » I 2 
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СО . 

71- О 1 ^ 

"»становимся ей;« на асимптотическом суммировании рядов, которые 
содержат функпии Р->, + ^ С ^ ^ и л и ^ о з ь м е м » например, 
такой ряд 

( ч . а з ) 
7 П = 1 

2 г . и 

г г. 

Поел" асимптотического суммирования точних пнражений проек-
ций вектора перемещений. ( 4 . I I ) вблизи граничной окружности 
эллипсоидального разреза получим 
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т 

. . { с і . 

. і 

н- ^ п г ^ п ї ) ] } ч с°< 1 

где С , > Є г. ~ постоянные числа. 
Полученные формулы неудобны для аналитического анализа, 

так как левые и правые части представлены в различны?: систе • 
мах координат. Поэтому осуществим переход к полярным проекці 
ям вектора перещений по формулам 
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иу = ,иг + иг инуз 

и 2 = иі \injz 

(<*.30) 

« » у » - Й . * " * - ^ 

После подстановки ( 4 . 2 7 ) в ( 4 . 2 8 ) и ряда элементарных, но 
довольно-таки громоздких алгебраических преобразований, по-
лучим следующие вьфажения для перемещений вблизи граничной 
окружности эллипсоидального разреза 

-» ч . . . 

V« - Ът-ч Л а 

где 5ч. . , К 2 - определяются формулами ( 4 . 8 ) . 
Анализ ( 4 . 3 0 ) показывает, что в окрестности.эллипсоидального 
разреза наблюдается состояние плоской деформации. 

Поле перемещений во внутренней области V , ( § * н а х о -
дится аналогичным образом и в локальной полярной системе ко-
ординат $ , у асимптотические формулы для компонент век-
тора перемещений имеют вид формул ( 4 . 3 0 ) , только в них необ-
ходимо угол у заменить на ( - У ) , а затем в выражении для 
Ц у изменить знак на противоположный. 

Локальный анализ полей напряжений вблизи разреза, напри-
мер, во внутренней области целесообразно проводить сле-
дующим образом. В формулы для компонент тензора напряжений 
( 1 . 2 7 ) подставить проекции векторов усилий на площадках с 
нормалями VI - "И = ( 1 . 2 4 ) , (1.26) и вместо неизвест-



ных коэффициентов а ^ . воспользоваться их выражениями 
через вспомогательные интегралы , ( 3 . 4 ) . Дальней-
шие преобразования строятся аналогично преобразованиям, про-
веденным над выражениями ( 4 . I I ) для получения асимптотически 
формул ( 4 . 3 0 ) , только необходимо наряду с приближенными ра-
венствами ( 4 . 1 5 ) , ( 4 . 1 7 ) , воспользоваться также асимптотиче-
скими формулами, приведенными ниже 

1 « . Х „ Р „ ( " 1 г ) 
.НГ 

Т . 1 
п = 1 

г и - п + л 

- с £ 

2 

Эти формулы легко получить, если продифференцировать равен-
ства ( 4 . 1 3 ) , ( 4 . 1 6 ) по переменной -I , а затем в них поло-
жить . "И. = и воспользоваться соотношени-
ем типа ( 4 . 1 4 ) . Не имея возможности детально остановиться на 
всех этапах преобразования формул ( 1 . 2 7 ) вблизи граничной 
окружности эллипсоидального разреза, приведем полученные 
окончательные выражения для компонент тензора напряжений в 
полярной системе координат 

где ^ , К2 . - определяются формулами ( 4 . 8 ) , 
Компоненты тензора напряжений во внешней области Л ^ 

имеют вид формул ( 4 . 3 2 ) , только в них необходимо угол у з а -

£У 

( 4 . 3 2 ) 

/ Г менить на ( - У ) , а затем общий знак в выражении для 
изменить на противоположный. 

В заключение приведем выражения для определения переме-
щений поверхностей разреза ( 0 6 £ £ ^а основании раз-

рывных сумм ( 3 . 1 ) получим % 

о 11 = 0. 

% 

- г — : 1 \ „ . ( 4 . 3 3 ) 

™ о ъЫ^Уёевьч-яШ 

3 дальнейшем, полученные результаты применяются к задачам 
прогнозирования начального направления распространения тре-
щины и оценке прочности материала с указанным дефектом по од-
ному из критериев механики хрупкого разрушения. Анализ этих 
критериев дан, например, в монографиях Г 2 0 - 2 5 ] , поэтому мы 
остановимся лишь на одном из них, который сейчас широко при-
меняется при оценке трещиностойкости материалов [ 2 0 ] , [25Д и 
др. 

Согласно этому критерию, направление начального распро-
странения трещины совпадает с плоскостью, в которой главная 
часть растягивающих напряжений достигает максимального зна-
чения [ 1 9 ] , [ 2 6 ] . Исходя из этого предположения, значения на-
чального угла распространения трещины находятся по формуле 
[ 2 7 ] 

(^ .Зч) 

Критическое значение внешней нагрузки находится из уравнения 
предельного равновесия [ 27"] 

где Ь ч , - коэффициент трещиностойкости материала и определя-
й с я экспериментальным г-утг м 



§ 5 . Упругое пространство с эллипсоидальным 
разрезом под действием аксиальных и 
радиальных сил приложенных на бесконечности 

В виде примера рассмотрим случай равномерного нагруже-
ния упругого пространства с эллипсоидальным разрезом аксиаль-
ными р и радиальными силами = приложенными на 
бесконечности. В частном случае р = ^ и $ - О 
получим, соответственно, всестороннее и одноосное растяжение 
упругого пространства. Граничные условия ( 2 . 1 ) принимают вид 

6 (О^Н^Ь ) 

2 И , - - Р - ! ( 5 Л ) Е-ц Г I I в . • I и 
V Ь - п 2 ^ 

Левые части системы интегро-дифференпиалышх уравнений ( 3 . 2 ) 
остаются без изменения, а правые части равны 

р д * ) 

( 5 . 2 ) 

После вычисления последних интегралов для функпий Я,; ( -*) 
получим следующие выражения 

Р , 0 0 - . ; • е . » 

Для приближенного решения системы ( 3 . 2 0 ) , применяется метод 
механических квадратур [ 1 8 - 1 9 ] , который основан на замене 
интегральных уравнений соответствующей системой линейных ал-
гебраических уравнений. В качестве квадратурной формулы была 
выбрана формула Симпсона. 

Численные расчеты приведены на рисунках [3-81 . Вычисление 
проводилось при числе Пуассона >И = 3 и при различных г е о -

38 

Рис. 3 . Зависимость коэффициентов интенсивности 
напряжений от геометрии разрезов при 
одноосном растяжении 
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Рис. 7 . Зависимость коэффициентов интенсивности 
напряжений от геометрии разрезов 



Рис. 8 . Зависимость локальных максимальных 
растягивающих напряжений и начатьного 
направления разрушения материала от 
геометрии разрезов 

метриях разрезов. 
На рис.3 представлены значения коэффипиентов интенсивнос-

ти напряжений при одноосном растяжении упругого пространства с 
эллипсоидальным разрезом, полученные по формулам ( 4 . 8 ) . При 
атом, значение большой полуоси Л было зафиксировано и во 
всех случаях параметр С подбирался таким образом, чтобы 

(Х- = 3 , 7 6 2 . При § о = 2 отношение полуосей равно Я/си = 0 , 9 6 , 
при = 0 , 7 - = 0 , 6 0 4 4 ; при = 0 , 3 - $ / ( I = 0 , 2 9 1 3 
и при ^ = 0 , 1 - 0 , 0 9 9 7 . Ввиду того, что в литературе 
отсутствуют какие-либо численные результаты расчета напряженно-
деформированного состояния в окрестности эллипсоидального раз-
реза, то сравнение численных данных при больших значения 
проводилось с результатами счета для задачи о сферическом раз-
резе [ 1 1 } . Например, при = 3 отношение полуосей эллип-
соида € / 0 . = 0 , 9 9 8 и расхождение численных результатов для эл-
липсоидального и сферического разрезов наблюдалось только в 
третьем знаке после запятой. 

Интересно отметить,^ что при = 0 , 1 эллипсоидальный 
разрез при о 4 I < Ш по форме является близким к 
дискообразному разрезу. Коэффшиент интенсивности напряжений 

к? 2 ПРИ \ с принимает значения близкие к нуле-
вым, а при ^ с З / у фактически пропорциональной , 
где $ - площадь разреза. Качественная и количественная 
сторона этих результатов согласуется с результатами для круго-
вого разреза. Из рис.3 следует, что существуют точки в которых 

и к!г достигают максимального значения. Однако, как вид-
но из формул ( 4 . 3 2 ) , максимальные растягивающие напряжения в 
окрестности эллипсоидального разреза достигаются при опреде-
ленной комбинации значений Яд и М2 . В верхней части 
рис.4 представлена зависимость максимального растягивающего 
напряжения (Г-упах о т координаты £ , а в нижней части 
рисунка 4 зависимость начального предполагаемого напряжения 
разрушения материала (угол % ) от разреза. Из рис.4 видно, 

<0*. например, для разреза § „ = 2 достигает-что и - т о . ^ . . . . . . 
ся при ^ - • Зависимость тех же механических харак-
теристик при ск. = - 0 , 5 и "И1 = 3 представлена на рисун-
ках 5 , 6 . 

В звклпчоїп'о отметим, что путем варьирования § , ^ 
и параметра С. удается охватить широкий спектр разрезов 

<! Г» 



переменной кривизны и тем самым значительно расширить reo 
метрию трещин в материалах, для которых можно дать опенку 
прочности с позииии линейной механики разрушения. В частнос-
ти, геометрия дискообразного и сферического разрезов получа-
ется из геометрии эллипсоидального разреза, соответственно, 
при малых и больших значениях координаты ^ 
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