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New extended classes of exact solutions of the m ultidimensional nonlinear acoustic equation Uoo — u/Si 
ire obtained. 

~:cydoeani широкі класи тонних розв'язків багатовимірного нелінійного рівняння акустики 
•х-о = иАи. 

Багато рівнянь нелінійної акустики, теорії нелінійних хвиль є рівняннями вигляду 

иоо = с^х, и, u^j Ли, (1) 

je и = и(х), х = хі , . . . , Є Ді.п, и, — довільна диференційовна функція, 
х 

д2и д2и д2и 

« — сукупність всіх можливих похідних першого порядку. Групові властивості рівняння 

1) вивчалися в [1]. 

Якщо с^х, u,u^j = и, то рівняння (1) набуває вигляду 

«оо = иАи. (2) 

Олвер і Розенау [2] побудували розв'язки одновимірного рівняння акустики (2), які не 
иожна отримати з допомогою методу С. Лі. В роботі [3] досліджувалась умовна симетрія 
рівняння (2). Під умовною симетрією рівняння розуміють симетрію деякої під множини 
розв'язків даного рівняння. В [1, 3] було знайдено 12 типів нееквівалентних операторів 
умовної симетрії рівняння (2), з допомогою яких були побудовані широкі класи точних 
розв 'язків даного рівняння. Відзначимо, що анзаци, які відповідають операторам умовної 
сжметрії, в багатьох випадках редукують вихідне нелінійне рівняння до лінійного. 

В даній роботі, виходячи з міркувань, відмінних від концепції умовної симетрії, побу-
ІНО більш широкі класи точних розв'язків рівняння (2), ніж в [1, 3]. При побудові цих 
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розв'язків суттєво використовувались розв'язки з відокремленими змінними [4]. Слід 
зауважити, що побудувати розв'язки з відокремленими змінними в багатьох випадках 
значно простіше, ніж знайти оператори умовної симетрії. 

1. Розв'язки рівняння (2) шукаємо у вигляді и — а(х0)Ь(х), де функції а(ж0) і Ь(х) 
відмінні від констант. Підставляючи в рівняння (2), отримуємо а"Ь = а2ЬАЬ. Тут а" 
означає другу похідну функції а(жо) по змінній Хо• 3 останньої рівності випливає, що 
функції а" і а2 лінійно залежні, тобто а" = оса2 для певного а Є Д. Знаходимо також, що 
АЬ = а. Якщо а = 0, то а = цхо + и і розв'язок рівняння (2) має вигляд 

и = ([іхо + и)Ь(х), (3) 

де АЬ = 0. 
Оі 6 

Якщо а ф 0, то поклавши а\ = —а, Ь\ = —Ь, отримаємо а" = 6а2 , АЬ\ = 6. Отже, у 
6 а 

випадку а ф 0 розв'язки рівняння (2) мають вигляд 

"З 

и — 

+ • • • + х\) + Єа(хі,..., хп) к 

з 
-(хі + • • • + х\) + Єа(х 1, . .. , Ж„) 

р{х о), 

' 

(4) 

(5) 

де 1 < к < п, р(хо) — функція Вейєрштрасса з інваріантами д2 = 0, дз = Сі , АЄа = 0. 
2. Узагальненням розв'язку (3) є розв'язок 

и = (цх0 4- и)Ь(х) + Ьі(х), 

де АЬ = 0, ДЬі = 0. 
Розв'язок (4) є частинним випадком більш загального розв'язку 

и — (р(х)р(х о) + С(ж0, х), 

(6) 

де 
з 

<р(х) = ~{х\ н + х\) + с а ( ж і , • • •, Хп). 

Підставляючи його в рівняння (2), знаходимо 

иоо = (р(х)р(х0)Ау + 6р(х0)у + иДи. (7) 

Якщо функція V залежить тільки від хо, то і'оо = 6р(жо)і>, і маємо такий розв'язок рівнян-
ня (2): 

и = 
З 

+ хІ)+Єа(х і,...,хп) р{х о) + /(ж0), (8) 

де /(хо) є функцією Ламе [5]. 
Якщо функція V залежить від хо і х, то розв'язок рівняння (7) шукаємо у вигляді 

V = а(хо)Ь(х), де а(хо) і Ь(х) відмінні від констант. Підставляючи його в рівняння (7), 
отримуємо 

а"Ь — а(х0)р(х0)ірАЬ + 6а(х0)р{х0)Ь + а2(х0)ЬАЬ. (9) 
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Рівність (9) означає, що функції а", арі а2 лінійно залежні. Якщо припускати, що функції 
ар і а2 лінійно залежні, то а2 = аар, а Є Д, або а = ар, і шуканий розв'язок можна 
зобразити у вигляді и = р ( ® о ) Ф ) . тобто ми знаходимося в умовах п. 1. Тому можна 
вважати, що функції ар і а2 лінійно незалежні і, отже, 

а" = аа2 + (Зар. • (10) 

Підставляючи (10) в (9), знаходимо 

(аЬ - ЬАЬ)а2 + (0Ь - (рАЬ - 6Ь)ар = 0. 

Оскільки а2 і ар лінійно незалежні, то 

аЬ-ЬАЬ = 0, /ЗЬ-ірАЬ-6Ь = 0. (И) 

З системи (11) випливає 

АЬ — а, «</?= (/ ? - 6)6. 

Якщо а = 0, то (З = 6 і маємо такий точний розв'язок рівняння (2): 

р(«о) + Фсг(®і,...,гп)/(®о)» ( 1 2 ) и — ~(х\ + • • • + х\) + Ga{xі,...,ж„) 

де 1 < к < п, АЄа = 0, ДФ а = 0, / " = 6 р / є функцією Ламе. 
Якщо аф 0, то можна вважати, що а - 1. Тому ір = (/3 - 6)6, звідки Аїр = (/3 - 6)Д6, 

тобто /3 = 12. Це означає, що Ь — -ір і ми знаходимося в умовах п. 1. 
Узагальненням розв'язку (5) є розв'язок 

и = \^{xl + --- + x2
k) + Ga{xi,...,xn) х0

2 + Фа{хі,...,хп)х0
г, (13) 

де 1 < к < п, AGa = 0, ДФ а = 0. 
3. Розглянемо більш складний випадок, а саме, розв'язок рівняння (2) будемо шукати 

у вигляді 

и = a{xQ)b(x) + c{x0)d{x). (14) 

Якщо функції а(х0) і с(х0) лінійно залежні, то с(х0) = аа(х0), а Є В, і тому и = a(x0)bi(x), 
де Ьі(х) = b(x) + ad(x), а цей випадок розглядався в п. 1. Отже, можна вважати, що 
функції а(а,-0) і с(х0) лінійно незалежні. З цієї ж причини функції Ь(х) і d(x) також лінійно 
незалежні. Підставляючи (14) в рівняння (2), знаходимо 

а"Ь + c"d = а2(ЬАЬ) + ас(ЙДЬ) + ac{dAb) + c2(dAd). (15) 

Рівність (15) означає, що функції а2, ас, с2, а", с" лінійно залежні. Неважко показати, 
що з лінійної незалежності функцій а і с випливає лінійна незалежність функцій а2, ас і 
с2. Дійсно, якщо функції а2, ас і с2 лінійно залежні, то аа2 + (Зас + 7с2 = 0 для певних 
дійсних чисел а, (3, у, які одночасно не дорівнюють нулю. Припустимо, що а = 0, тоді 
Зас + 7с2 = 0, тобто с(/3а + 7с) = 0. Звідси випливає, що /За + 7с = 0 і функції а і с 

4 Нелінійні коливання, 1998, №2 



є лінійно залежними всупереч умові. Отже, а ф 0, а тому можна вважати, що а = 1. 
Оскільки 

а2 + Рас + 7с2 = (а + £ ) + | т - ^ с2 = 0, 

/З2 

то 7 —— = — 82 < 0. Внаслідок цього 

а2 + Рас + 7с2 = (а + ^с- (а+ ~с + 5с) = 0. 

З останньої рівності отримуємо а + — с = 0 або а + ^ + с = 0. Це означає, що 

а і с є лінійно залежними і ми знову приходимо до суперечності. 
Припустимо, що лінійно незалежними є також функції а2, ас, с2 і а". Тоді 

с" = аа2 + Рас + 7с2 + 6а" (16) 

для певних а, Р, 7, 8 Є R. Підставляючи (16) в (15), знаходимо коефіцієнт при а". 
Він дорівнює b + 8d = 0, тобто bide лінійно залежними, що суперечить припущенню. 
Одержана суперечність доводить, що система функцій а2 , ас, с2 і а" лінійно залежна. З 
тієї ж причини і система функцій а2 , ас, с2 і с" лінійно незалежна. 

Нехай 

а" = аа2 + Рас + ус2, с" = « і а 2 + ptac + 7Хс2, (17) 

де а , Р, 7, а ь /Зі, 7і Є R. Підставляючи (17) в (15) і враховуючи лінійну незалежність 
функцій а2 , ас і с2, отримуємо 

ab + aid = ЬАЬ, 

jb + jid = dAd, (18) 

РЬ + Pid = bAd+ dAb. 

Помноживши обидві частини першого рівняння системи (18) на d2, другого рівняння — 
на Ь2, а третього — на bd, знайдемо 

Pb2d + pibd2 = 7 b3 + 71 b2d + abd2 + c^d3. (19) 

З лінійної незалежності функцій b і d випливає лінійна незалежність функцій b2d, 6d2, б3 

і і ' Тому з рівності (19) отримуємо Р = 7і, Р\ = а , 7 = 0, сц = 0. Отже, 

с" = аа2 + рас, с" = аас + Рс2. (20) 

В :н:тем: 20) а ф 0, Р ф 0. Позначимо Сі = Рс, d\ — д d , тоді 

в = аа2 — acj. с" = аасі + cj, Ad 1 = 1. 
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Це означає, що в системі (20) можна вважати /3 = 1. При такому значенні /3 система (20) 
має наступний розв'язок [5]: 
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В результаті отримуємо такий розв'язок рівняння (2): 

(21) 

Де 

Ь(х) = + • • • + х\) + Ga{xu.. .,хп), 

d{x) = — (х\ + • • • + х?) + Ф « ( * і , • • •, хп), 

1 < k < п, 1 < / < п, A G a = 0, ДФ а = 0, а функція а(ж0) є розв'язком рівняння 
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