
181

У Д К  517 .5

О. В . О ст ровська  (Український держ . ун -т  хар чови х технологій, 

К и їв)

Н АБЛИ Ж ЕНН Я УЗАГАЛЬНЕНИМ И СУМАМИ ЗИГМ УНДА  

ПЕРІОДИЧНИХ Ф УНКЦІЙ КЛА СІВ С ^  Н ш

Нехай L p, р >  1, —  простір 27г-періодичних функцій /(• ) із скін­
ченною нормою ІІ/Цр, де при р  Є [1 , оо )

ж 1 /р

ІІ/ІІір =  іі/ІІр =  ( /  ! / ( < ) " * )
— 7Г

при р =  оо ІІ/Цоо =  ess sup |/(і)|, С  —  множина 27г-періо- 
дичних неперервних функцій /(• ) з  нормою

II/Ц е  =  m a x |/(£)|, 
а>(/, <$), 0 <  6 <  7Г, —  модуль неперервності функцій f  Є С ,  а 
Н ш —  клас 27г-періодичних неперервних функцій, що задоволь­
няють умову |/(г) -  / ( f )|  <  Щ г -  f  І), де w(i) —  фіксований 
модуль неперервності.

Нехай
ОО ОО

S [ f ]  =  у  =  ^ 2 ( ak cos fcz +  bk sin kx)  =  Afc(/, ж) (1) 
fc = l fc=0

oo
—  ряд Ф ур’є функції /  Є X, -S'« =  S n( f , x )  =  £  A k ( f , x )  —  ї ї

k=О
суми Ф ур’с.

А. Зигмунд [1] ввів у розгляд лінійний метод підсумовування 
рядів Ф ур’с. Цей метод визначається з а  допомогою трикутної 
матриці чисел

л  =  { 4 П)}  =  I і -  ( £ )  }> k =  ^ > 0 , А<"> =  1. (2 )
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При цьому кожній функції /  Є Ь на основі ї ї  розкладу в 
ряд Ф ур’с (1 )  ставиться у відповідність послідовність тригоно­
метричних поліномів вигляду

ТІ — 1
г п ( І , Л) =  £ \{п ) А * ( / , х ) ,  п =  1 , 2 , . . . .  (3)

к= 0

Такі поліноми називаються сумами Зигмунда.
У випадку /  Є С  послідовність Zn( f ,  А) рівномірно збігаєть­

ся. Апроксимативні властивості сум Зигмунда вивчались бага­
тьма математиками (див., наприклад, [1 -6 ]). В роботах [7-9] 
розглянуто аналог сум Зигмунда, в якому

{(п) _  л _  Ф(п) 
ф (ку

де ф(к) —  значення в точках к Є N  деякої неперервної спадної 
функції ф(х). Такі узагальнені суми Зигмунда позначаються
г + и , х ) . "

Нехай ф (х), х >  1, —  неперервна опукла вниз функція, що 
прямує до нуля при х  —> оо. Множину таких функцій позначи­
мо 9Я.

О.І. Степанець [10, 11] запропонував класифікацію функцій

ЛГ  =  1 -  В й ,  (4 )

на основі їх  перетворення Ф ур’є і позначив через клас су- 
мовних 27Г-періодичних функцій /(ж ), для яких ряд

^  ф Щ  (уакС° 8(Ккх +  у - )  +  Ьк8Їп{ кх +  ^ г ) ) ’ ^ є

є рядом Ф ур’є деякої функції з  Ь,  яку він позначив /д  і назвав

ГР(^,/3)-похідною  функції /(ж ). Якщо /  Є С , а  / І  Є £<х> і при

цьому ІІ/Цоо <  1, то  клас таких функцій позначимо СУ  00. Якщо

ж Є Н ш, то позначимо його С ^ Н Ш.
В роботі [10] з а  допомогою функції ц ( ф ,х )  =  - ,  Г7(ж) =

=  [| ^ (х )] (V5-1 —  функція, обернена до з  множини 9Я  ви­
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ділено три класи функцій Шіо, Ж е ,  ЯКоо'- Ф €  Шїо, якщо 0 <  
< fi(x) <  ку, ф Є Ш с ,  якщо <  М ж) <  &з, кі, к2 , кз =  const; 
ф Є 9Яоо, якщо fi(x)  монотонно зр о стає і необмежена зверху.

У  випадку Хк =  1 -  ( f ) Ä поведінка відхилень верхніх меж

£ n ( C * 0 ^ z * ) =  sup \ f - z * U ) \

Wß.oo

достатньо повно вивчена в роботі [б]. У випадку сум Зигмунда, 
побудованих за  допомогою матриці А =  { А ^ }  =  1 — в [7, 

8] встановлено, що при ф Є 9Я с порядок наближення сумами 
Зигмунда на класах С  о, сю співпадає з порядком найкращого на­
ближення. У  випадку ф Є Шіоо показано, що

£n(CcJ оо» Z t ) =  SUP І Р п (/, *)| =  0 ( 1 )  ф(п) ln (m in(/i(n), га)).
/Є<оо

В роботі [9] вивчено поведінку £n(Co>00, Z n )  при виконанні умов 
опуклості (вгору, вниз) функції ф (х)/ф (х ) ,  якщо lim ( ф (х ) /

7 ‘ V 7 X—*-оо
/ф (х ))  — С  або оо та  ф €  9 # с - Зокрема, при виконанні умов 
lim (ф (х ) /ф (х ))  =  С , ф  Є Ш їс

П

£ п (С $ >00, г % ) =  ^  в і п ^  ф(п) J  ^ ^ с і х  +  0 ( 1 ) ф ( п ) .

1

Таким чином, при ф(х) =  ф(х)

г Й  =  |  Ц -\ Ф (п )1 п п  +  0 ( 1 Щ п ) .  (5 )

Якщо ф(і)  =  і~ г , і >  1, г >  0, таку рівність отримано в [4]
-,ф 
'0В даній роботі вивчається поведінка величини £п( С І Н ш, Z t )

у випадку ф Є Шіоо-
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Нехай An(t>), 0 <  v <  1, п  =  1 , . . . ,  —  послідовність функцій 
таких, що

та

1 1 • Ж -
1 0 , V >  1,

nv ф(п),

(6)

Tn ( v , i p )  =  Tg n ( v )  =  <

. Ф(пу),

Оскільки перетворення Ф ур’є

о  <  V <  - ,
п

( 1 - А  n(v ))ip (nv),  - < V < 1 , (7)
п
V >  1 .

оо

»(*) =  ~  J  Tn { v ) c o s ( v t  +  d v (8)

функції г„(г;) є сумовною функцією на числовій прямій (див. [6,
~іф
'(З-9, 11, 12]) то , як показано в [10], відхилення />п( / ,  ж), /  Є С І ,

можна подати у  в и г л я д і

(9)P n i f ,  х )  = І  J  /| (ж + £ ) fn(<) dt.

— ОО

Крім того, у цьому випадку [11, с. 52]

ОО

r n(*>) =  J  Tn(t)  c o s (v t  +  dt. ( 1 0 )

—ОО

Справедлива наступна теорема.
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Теорема 1. Нехай  sin ф 0, ф Є ШТоо? Ф — Ф- Якщо  

J  dt <  К ,  то при п  —+ оо £п( С р Н ш, z t )  =  0 ( 1 )  ф(п);
7г/п
Я К Щ О

тг/2

/ 1  \ ! ■ / , \ \ (  f  w (2i) , \u;^ —J  in m m (/i(n ) ,n) =  ol / — -— d t j ,

V/r
mo

£ п ( С $ Н ш, Z * )  =  s in  V>(n) J  A +

■к/п

+ 0 (1 ) ф(п) 1 +  ̂ ln(min(/i(n), n))

Д о в е д е н н я .  Оскільки £ п( С р Н ш, 2 $ )  не залежить від а: [11,

с. 78], то рп( / , х , £ « )  розглядаємо в точці а; =  0.
Запишемо

P n ( f , 0 ) = ^  J  ф(~) J nv ф (п) cos(vt +  dv +
—оо 0

1 оо

+  ^(тг) J  cos ( v t + ^ p j  dv + J  ф(пу) c o s ( v t + ^ p j  dv^dt, (11)

l/ n  1

Надалі будемо використовувати оцінки, одержані в [11, с. 98, 
99, 106, 108].

З (1 1 ) , використовуючи оцінку

М оо/о/ ф(пу) cos vt dvdt^ =  0 ( 1 )  ф(п)и>(^—  ̂,
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одержуємо

І  | І  Ф 0 г ( і ) л |  =  2 « » ) Ш( ї ) .  (1 2 )

0 < |< |< 7 Г

Проінтегрувавши частинами, маємо

*<1*1<м(я) 

+  ф(п)
8ЇП(<+ Т~)

І
+ J  ф (пь)  соє +

/?7Г

~2
) * , ) СІІ

І  •(:>(
,Г̂ 1г1̂ А1(и)

вІП £  8ІП ^  П ф(п)

ї \ [  п ф (п ) СОЄ 4р 2 ЗІП2 2 -̂ 
<2

8І“ (* +  ^ г)

і2 +  ^ ( п) +

+

оо

J  ф(пу)сов(^)і  +  <И <

4 1  / ф(
І \ /  п ф (п ) СОБ 2 БІП

П
5Г<|і|<д(п)

< о!г, <®7Г

/Зчт о 0 ;г, 2  х
2 71

і2

<1і +

(13)
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І

7Г /

/ ф0 (п’/,(п)
— сов 4 г  2 8ІП2 ^  — БІП 4 г  вІГІ г2 п

І2
М>м(п)

00

— у  у  Ф ' ( ^ )  Б ІП ^ и І +

1

ї| / * 0 № ( -
/371- . о І

сов - — 2 э т
2га

|£|>̂ і(ті

. І  . /37Г
вігі А 8т ^ ) ) | д  +  0 ( 1 ) ^ ( п ) а , ( і ) . (14 )

Отже,

^ ° > = К /  * © ( ^ ( - 2
|і|>7Г

+^(») У Ф(~ ) 5Ш( ^  2 ) <Й̂ + 0 ( 1)^ (п )^ ф  =

/?7Г . о І  . І  . / ? 7 r ^СОЄ  в і л  віп — 8 1 11 ----  Н-
2 2га п 2 /

' і \ — 2 СОБ 4 ?  віп2 4-  — віп ^ віп 4р1 , ✓ ч I / ь \ ^ ьио Г) 0.111 с\ 0111 „ 0X11 г)
=  - „ « „ )  у  # ( - ) ------------1 1  « — * - * +

7ГП
2

+  щ/>(га) Г

7Г у  \га/

і \ — 2 сов 4г  віп2 ^  — э т  ^ віп 4^

і2
(Й-|-

М > ?

7Г<|^|<д(п)
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п ф(п)
7Г

sm21 
ї -dt

t2
<

7Г<|і|<2П2.

. « „ )  J  Ф( 1 ) ! ^ І Л| = ^ ) |  J  m

(16)

sin і — і

— T2
dt +

ТГ<|(|<2Ш.

^(») I f  * /  4 1
+ Ї 1 Г І  J  *< ‘ >P

5<l‘l<f

=  o ( i ) « » )  +  ^ j /  « ( t ) i

В результаті одержимо

1 /" /  < \ s*n 0  )

dt (17)

sin 4р ф{гі) I ф (О
+  0 ( 1 )  V>(rc). (18)

Розглянемо два випадки: /u(n) <  п і /г(га) >  п.
Якщо д (п ) >  п, то  в роботі 0 .1 . Степанця [11, с. 111], у 

випадку періодичних функцій показано, що

і / *(і)
7Г J  \П/

t \ sin(i +  4р)
dt

|і|>П
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Отже, із співвідношень (1 2 )—(18) одержуємо

Р п ( / ,  0) =
ф(п)

ж / оІ \ 8І-п(< +  4^)
(Іі-

7г<|£|<тіп(/і(?г),?г)

8ІП —  {  1— І  Ф(і)-<Й + 0(1)^(п); (20)

£п( с $ н ш, г % ) <  8иР
ф{п)  

ІЄС%НШ ж /  • ( ; )
І \ ЄІІІ (і +  4р)

СІІ +

-1-ф(п)  вир
} ь с * н ш

віп 4 ? / Ф(<)
са + 0(1)^(п). (21)

В роботі [11] показано, що

вир
Ф{п)

/ * 0
/  \ 8Іп(і +  Щ-)

СІІ

29 ф(п)

7Г< | < |< тіп (д (п ),п ) 

7г/2

(22)

7Г
1п (тіп (/і(п ), га ))У ^ (“ )  віп < Л  +  0 ( 1 )  ^ ( те) ■

Далі маємо

—п/п- тг/п  7г/2 тг/2

— 1г/2 7г/п 7Г/п

т  -  ф ( - о
еш <

тг/2/
тг/п

ш(2і)
СІІ.

Як відомо [11, с. 57 , 58, 84 , 85], якщо и;(<) є опуклою функцією,
то

| Ц 2 і ),
|и>(2(7г ■

& ( - < )  =
<£і(і +  27Г) =  <^і(<)

0 <  < <  |,

И 2 ( Т - * ) ) .  § < ' * '< * ,
У * і И )  =  - * ! ( * ) ,
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належить класу Н ш.
Якщо ж и>(/) є загальним модулем неперервності, то =  

=  | фі(і) Є Тому

7Г/2

1 f  u (2 t)
з J ~ Т ~

7г/п

Таким чином,

тг/2/ W
*<M <f

w(2Z)
(Й.

sup
ф (і)ЄЯц,

ж/п

<  в <  1.

ж/2
Якщо JT dt <  i f ,  то w (^ ) Inn < іі". Дійсно,

тг/п

/  ^ й > и , ( ^ )  J  i *  =  o - ( f )  b » - u , ( f )  In 2.

7г/п 7Г/П

В цьому випадку з  співвідношень (2 1 ), (22 ) випливає £ п( С р Н ш,

Z % ) =  0 { 1 ) ф ( п ) .

Якщо ж

тг/2

" ( ^ ) M min(M (» ),» ))  =  о ( У  ~ ^ - d i j ,

ж/п

Т О
ж/2

£n{C ^ H u , Z t ) = l  \ * і п ^ \ ф ( п )  J  ^ f ± d t +

ж/п

+ 0 ( l ) i p ( n )  1 +  ln(m in(//(n), n ))

що і доводить теорему.
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