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РОЗВ'ЯЗУВАННЯ СИСТЕМИ УЗАГАЛЬНЕНИХ РІВНЯНЬ КОШІ 
ТОРОЇДАЛЬНИХ КООРДИНАТАХ 

РІМАНА В 

Роль класичних рівнянь Коші — Рімана в проблемах 
аналізу і математичної фізики важко переоцінити. Наприк-
лад, рівнянням Коші - Рімана задовольняють дійсна та уяв-
на частини аналітичної функції комплексної змінної; в за-
дачах гідродинаміки ідеальної рідини розв'язками рівнянь 
Коші - Рімана е функція току та потенціал [5]. В приклад-
них задачах часто виникає потреба у поновленні уявної ча-
стини аналітичної функції через відоме значення дійсної і 
навпаки. Розв'язком такої задачі є формули Гільберта [2] 

У векторних задачах математичної фізики вини-
кають рівняння, які є узагальненням класичних рівнянь 
Коші — Рімана: 

дг r аг 
дФ 
СТ 8z ' 

(1) 

, га - 1 grad div u - ro t rot u = 0 (2) 
га-2 

зводиться до двох систем фундаментальних рівнянь век 
торного поля [4] 

[rot со = - grad 6, 
] div со = 0; 

rot U = £0, 

div u = • 
I 

m - 2 ( 

2(m - 1 ) 
(3) 

В осесиметричному випадку, коли |ю | = ш(г, г) і 
0 = 0(г, г), перша з систем (3) перетворюється на узагаль-
нені рівняння Коші - Рімана 

56 I JL( r t 0 ) - — М -
г дг ' dz' dz дг (4) 

Рівняння (1) є частинним випадком рівнянь для р-
аналітичних функцій [3]. Але побудована Г. Положієм 
теорія р-аналітичних функцій є досить складною у разі 
застосування її до задач у криволінійних координатах. 

Потреба дослідження рівнянь типу (1) в тороїдаль-
них координатах виникає при розв'язанні векторних за-
дач математичної фізики для лінзоподібних областей. 

Відшукання розв'язку системи (1) полягає в про-
блемі спряження, тобто в поновленні функції Ф через 4' і 
навпаки. Метою даної роботи є побудова аналогів формул 
Гільберта в тороїдальних координатах для лінзоподібних 
областей. 

Легко бачити, що функції Ф та Ч\ які входять до 
системи (1), мають задовольняти рівнянням 

ДФ=0, Д1ЧК=0, (5) 
де оператори ДІД мають вигляд: 

Д = - 1 д 
дг 2 г Зг Д„2 

і ! 

Наприклад, рівняння (1) пов'язують вихор та об'ємне 
розширення в осесиметричних задачах теорії пружності. 
Дійсно, рівняння Ламе 

= JT_ , _ £ 3_ 
1 дг2 ' г дг + <5z2 г 2 ' 

Тороїдальні координати введемо так: 

s h a s inp 

(6) 

(7) 

- , ... - - , , 0 < a < со, (3Uir. (8) 
cn a + cos p ch a + cos p 
Значення координат (3=0 і р=к відповідають сере-

дині й зовнішній частині кругової області г < а, z = 0 (див. 
рисунок). 

і = А 

Система тороїдальних координат 

Гармонічна функція Ф і 1-гармонічна функція Ч> в 
тороїдальних координатах у лінзоподібних областях гга-
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даються у вигляді комплексних інтегралів Мелера - Фока 
за функціями Лежандра С} 1/2+р(сЬа) і С)1 ]/2+ц(сЬа) [4]: 

а+ ір 
Ф(а,Р) = —т-^Ьа + соєр | [а(ц)созцР + Ь(ц)зіп 

я— т т а-івд 
х Ч-і/2+і., (сЬсх)<1ц, (9) 

^ а+ію 
У(а,Р) = — д/сЬ а + сое р | [с(ц) сов дР + сі(ц) біті цР}< 

д Ф Т С Ї Ї А + С О 8 Р Г /Г І / - . ч , ч 

— = - г — ~ І | [ ? а ( ] д - 1 ) + а(ц) + 
дг ага а- і„ 11 

+ і а ( ц + 1)]сов цР + 

+ [ і Ь ( ц - 1 ) + Ь(ц) + і Ь ( ц +1)] зіп |ар}х 

><Я-1/2+ц(СІІа)<М> (14) 

х(3-і/2+ц(сЬа)с1ц, (10) 

де а(ц), Ь(ц), с(д), сі(ц) вважаються голоморфними функція-
ми в смузі І Ие |д І <а. Отже, поставлена задача зводиться до 
визначення залежностей між підінтегральними густинами 
гармонічної функції Ф та 1-гармонічної функції 4у. 

Знайдемо похідні, що входять у систему (1). Перехід 
від диференціювання в циліндричних координатах до ди-
ференціювання в тороїдальних координатах здійснюється 
за формулами: 

— = — (( І + сЬасовР) — + з і п р з Ь а — 
йг а да <ЭР 

б 1 ( • п і 5 , п. д 
—— = — - э т р Б ц а ^ — + (1 + с п а с о з Р ) — 
дгг а І Эа <3р 

(П) 

Використовуючи відомі рекурентні співвідношен-
ня для функцій Лежандра [1] 

(•5 + і4<3і /2+м (сЬа) - ( - + и)сЬа<3_1/2+ц(с1іа) = и Сі 
= в1іа<3!.1/2+|і(с1іа), 

2(.ісЬаЧ_! /2+(1(с1іа) = + ц)<3, /2+11(сЬа) + 

сКЗІї/г+^сЬа) \ „ 
— - ( - - Ц УЗ-1 /2+ц(сЬа) -эЬа 

сіа 4 
- с Ь а С & ^ с Ь а ) , (12) 

2ц сИаС}^ / 2 + ц (сЬа) = + ц ^ І / 2 н і (сЬа) + 

эЬа - і = ( - - + ц) сЬа<3 / 2 + (сіаа) -
<іа 2 и 

г от 
УсЬа + совР а+ і '" 

І | [ - і ( ( Ц - 1 ) 2 

X с(ц) - | ( ( ц +1)2 - і)с(ц + 1)С08нР + 

+ [ - 1 ((ц - І)2 - і)<і(ц - 1 ) - (ц2 - І)<І(ц) -

- І ( ( ц + 1 ) 2 - і ) ( і (ц + 1)8іпцр|х 

(15) 

= - : \ На (І-1- 2)с<и--1) + цс((і)-дг атгі 

< втдР+- [ - - |)сІ((х - 1 ) - Ц(1(|х) -

: сов 1-ф}4іі/2+іі (сьсс)сід. ( 1 6 ) 

Прирівнюючи В І Д П О В І Д Н І похідні в системі (1), дістане-
мо такі функціональні рівняння для підінтегральних густин: 

(ц - і ) а (ц - 1 ) + 2ца(ц) +(ц + ^)а(ц +1) = 
£ СІ 

= ((ц -1 ) 2 - І )с і<ц-1)-2(ц 2 ^ і)сі(ц) -
4 4 

- ( ( ц + 1 ) 2 _ І ) а ( | 1 + 1)> 
4 

(ц - і )Ь(ц - 1 ) + 2дЪ(д) +(д + і )Ь(ц +1) = 
Сі сі 

= -«(1 -1 ) 2 - і )с (ц -1 ) - 2(ц2 - і )с (ц) -
4 4 

- ( ( ц + 1 ) 2 - і ) с ( ц + 1), 
4 

(17) 

(18) 

будемо мати: 

дФ _ -у/сЬос + совр 1 

а лі 
і , - ц а 0 і ) - і ( ц + і )а(ц + 1)]х 

X 8ІП цР + [ і (ц - І)Ь(Ц -1 ) + дЬ( д) + 

+ і ( ц + | )Ь(ц + 1)]соацр ]Я_1/2+ц(сЬа)«іц, (13) 

а( д - 1 ) + 2а(д) + а( д +1) = 

- (д - |)<і(д - 1 ) - 2дс1(д) - (д + |)сі(ц + 1), (19) 

Ь(ц-1) + 2Ь(ц) + Ь(ц + 1) = 

- (ц - І )с(ц - 1 ) - 2цс(ц) - (ц + | ) с (ц + 1). (20) 
Сі Сі 

Функціональні рівняння (17)-(20) розв'язуються зе 
допомогою прямого й оберненого комплексного перетво-
рення Фур'є: 

Р(а) = ІДх)е""ихгіх . (21) 
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" -і І со 

2ш 
(22) 

-іоо 

При цьому треба покласти ширину смуги регул яр -
що простирається вздовж уявної ОСІ ПЛОЩИНИ (1=ст+іт , 

ширше обмеженої лініями <т ~ ± 1. Тобто функції а(|і), Ь(|і), 
і), сІ(р.) є голоморфними функціями в смузі | Ее |і | <а. 

Застосувавши перетворення Фур'є до лівої і правої 
рівняння (17), будемо мати інтегральне співвідно-

їси 
/а(ц)[2ц(1 + сова) - 8Ьа]е"амсіц = 

-іоо 
Ісо -» 

= 2(1 + сЬа) \ (ц2 -і)сІ(ц)е-а>Мц, (23) 
- Іоо 

вернувши яке, дістанемо 

( ц 2 - ~)СІ(ц) = ца(ц) - ^ Т : У * — ^ • ( 2 4 > 

Аналогічно з рівнянь (18), (19), (20) визначимо: 

(ц2 - і)сі(ц) = ца(ц) - і { , а і У ) (Ь , (25) 
4 2_І00 8іптг(ц~\>) 

/ 2 1 Ч / , V І 1Г Ь ( у ) 

2 -іоо вІП7Г(Ц-У) 
< іу , (26) 

і !•» 
а(ц) = -цсі(ц)-— І - <І(У) 

2 8ІП7Г(р. - V.) 

і 1сс с(у) 
2 8ІП л ( ц - у ) 

ЧІУ. 

(27) 

(28) 

Отже, розв'язано задачу спряження функцій, що 
задовольняють системі узагальнених рівнянь Коші - Ріма-
на (1) в тороїдальній системі координат для лінзоподіб-
них областей. 

Висновки. Побудовано аналоги формул Гільберта для 
'/-аналітичних функцій, що задовольняють системі узагаль-
нених рівнянь Коші - Рімана в лінзоподібних областях. 
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