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ПРО ТОЧНІ РОЗВ'ЯЗКИ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ ДИФУЗІЇ 

New extended classes of exact solutions of a nonlinear diffusion equation are constructed. 

Побудовано попі класи точних розв 'язків нелінійних рівнянь дифузії . 

1. Вступ. Рівняння 

и, = ихх + Ь(и)их + с(и), (1) 

де и = u(t, х), Ь(и), с(и) — гладкі функції, а індекси означають похідні за від-
повідними змінними, узагальнює велику кількість відомих нелінійних еволю-
ційних рівнянь, які мають фундаментальне значення в моделюванні різноманіт-
них процесів теплопровідності, реакції-дифузії, в математичній біології, генети-
ці, хімії. Так, частинними випадками рівняння (1) є рівняння Фішера [1] 

м, = ихх + и(1 - и), (2) 

а також рівняння Маррі [2] 

и, = + Хиих + аи2 + Ьи, (3) 

де X,a,be R, які широко використовуються в біології. 
Групову класифікацію рівнянь (1) наведено в [3], а результати умовної си-

метрії рівняння (1) — в [4]. 
У даній роботі розглядається рівняння вигляду 

я - І я+1 3 - л 

ut = ихх + Хи 2 их + єм 2 + b\ii + b0u 2 , (4) 

де X > 0, є = ±1, b0, b\ є К, яке є узагальненням рівнянь (2), (3), а також 

нелінійне рівняння дифузії 

и, = h{(u)uxx + h2(u)ux + h^u), (5) 

де 

/ ї | (м) = (30 + Рі и, /ї2(и) = Х 0 + Ххи + Х2и2, 

/г3(м) = а4и4 + а^ + а2и2 + а\Ч + % 

є многочленами з дійсними коефіцієнтами степенів 1, 2 і 4 відповідно. Для до-
вільного п побудовано анзаци, які редукують рівняння (4) до звичайних дифе-
ренціальних рівнянь. У випадку п- 3 з використанням нелокального перетво-
рення Коула - Хопфа знаходження розв'язків даного рівняння зведено до 
інтегрування системи двох лінійних рівнянь, одне з яких є звичайним диферен-
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ціальним рівнянням. Показано, що для п = 3 рівняння (4) має нетривіальну 
умовну симетрію, а також побудовано нові точні розв'язки даного рівняння. 

З використанням підстановки Коула - Хопфа побудовано також нові тс 
розв'язки рівняння (5). Зазначимо, що цей підхід було успішно використаь 
[5] для побудови точних розв'язків рівняння Колмогорова - Петровськог 
Піскунова 

и, = ихх + Дм), 

де /(м) — гладка функція. 
2. Нелієвські розв'язки рівняння (4) для п = 3. Розглянемо рівнянш 

у випадку п - 3: 

ut = ихх + + є"2 + + V 
Максимальною алгеброю інваріантності рівняння (6) є алгебра, породжена < 
раторами 

Pt = і , рх = А . 
dt дх 

Тому всі інваріантні розв'язки (5) мають вигляд 
и = w(ax + (З?), а , Р є К . 

Ми покажемо, що рівняння (6) має нетривіальну £)-умовну симетрію [6], і з 
демо умовно інваріантні розв'язки даного рівняння. 

Теорема 1. Якщо в рівнянні (6) А, * 0, то воно умовно інваріантне відн 
оператора 

XJdx Э и 

Теорема доводиться з використанням формули другого продовження 
ратора X [7] і критерію умовної інваріантності відносно деякого опера 
X [6, 8]. 

2 
Теорема 2. 1. Якщо 4 є Ь 0 - Ь | > 0 , то розв'язком рівняння (6) е функці. 

є 

и = є ц , t g ( | x x t + k{) + 
k2 exp 

X 
x + \ — + b\ \t 

cos( | j . j? + kx) 

де (і, = 4ei.0 - bj 2 
1 • 

2. Якщо b\ - 4eb0 > 0, то розв'язком рівняння (6) є функція 

и = є JX2 th (М-2^ + + 
k2 e x p 4 г + ь , k 

c h ( | \ 2 t + ky) 

де |i2 = ~л]ь?~4еь0. 

3. Якщо b\ - 4 гЬ0 = 0, то розв'язком рівняння (6) е функція 

W 
1 k2 ехр -V + — t 

X2 2 
м + к{ 2 є + 

У формулах (8) - (10) ки к2 — довільні сталі. 
Доведення теореми зводиться до відшукання розв'язків рівняння (6), іі 
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антннх відносно оператора (7). Якщо и = и(Л х) є одним із таких розв'язків, то 

и, = + + є н + Ь\и + Ь 0 . ( 1 1 ) 

Пдставляючи (11) в (6), отримуємо 

ихх + = 0. (12) 

-,е. система рівнянь (6), (11) рівносильна системі рівнянь (6), (12). Інтегрую-
-и систему (6), (12), отримуємо розв'язки (8) - (11) рівняння (6). 

Теорему доведено. 
Очевидно, що розв'язки (8) - (10) не є інваріантними відносно операторів 

грансляцій Р, + у Рх, у є К, а тому вони є нелієвськими. 
3. Лієвські розв'язки рівняння (4) для п = 3. Побудуємо тепер розв'язки 

рівняння (6), інваріантні відносно операторів трансляцій. З цією метою вико-
ристаємо анзац Коула - Хопфа 

и = к—, (13) 
г 

де к — стала (кї 0), а г = х)—деяка функція. Підставляючи (13) в (6), 
отримуємо рівняння 

(кіх, - кгххх - Ь\кіх - Ь0г)г2 + кіх{-і, + (3 - Хк)іхх - £кіх)г + 

+ (-2 к + Хк2) = 0. 

Змінну z визначимо з умови, що вирази при г і і 2 у даному рівнянні дорів-
нюють нулю. Маємо систему 

кгх, - кіххх - Ь\кіх - Ь0г = 0, (14) 

-і, + ( 3 - Х к ) г х х - екіх = 0, (15) 

2-Хк = 0. (16) 

З рівнянь (15) і (16) знаходимо 

г, = гхх - екгх. (17) 

П .дставляючи в рівняння (14), одержуємо 

£к2гхх + Ь\кгх + Ь0г = 0. (18) 

АЄ, система (14) - (16) є рівносильною системі (16) - (18), яку можна легко 
про інтегрувати. Тип її розв'язку залежить від коренів характеристичного рів-
няння 

є&2У2 + Ь\к\> + Ь0 = 0, (19) 

ш: виповідає лінійному рівнянню (18). Коренями характеристичного рівняння 
I I . 

• 19 • є - т \ , - пь, де т|, т2 — корені квадратного рівняння 
к к 

є V" + V + ^ = (2°) 

Інтегруючи систему (16) - (18) і використовуючи підстановку (13), приходимо 
до такого результату. 

Теорема 3. 1. Якщо корені тл, ш2 рівняння (20) е дійсними і різними, то 
рс з* язком рівняння (6) е функція 
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и = 
к\т1 ехру,(/ , х) + к2т2 ехр\|/2(?, х) 

кх ехру^г , х) + к2 ехр\|/2(г, х) 
(21) 

де 

\|/,-(г, х) = — т,х + — ті - гті и, і = 1, 2. 

2. Якщо корені пі\ = а + г'Р, т2 = а - г'Р рівняння (20) е комплексними, то 
розв'язком рівняння (6) є функція вигляду 

и = 

де 

( а / : , + р & 2 ) со8ф(ґ , х) + ( а к 2 - р / с , ) біпф(г, х) 

кх со5ф(г, х) + к2 5Іп ф(г, х) 

ф(Г,л:) = - Р х + ( — а р - е р і ? . 

(22) 

3. Якщо корені т{, т2 рівняння (20) є рівними, то розв'язком рівняння (6) 
є функція 

и = — гЬ{ \ [ м + | 
( гХЬх 2г Л \ + к{ гЬ{ \ [ м + | і 2 X \ 

\ + к{ 

2 кхх + 1-^-Ь) \і + к2 

(23) 

9 0 У формулах (21) - (23) к\, к2—довільні сталі, к{ + к2Ф 0. 
4. Розв'язки рівняння (4) для довільного п. Побудуємо точні розв'язки 

рівняння (4) для довільного п при умові, що Ь0 = 0: 

П-1 /1 + 1 

иг = ихх + Хи 2 их + ги 2 + Ь\и. 

З цією метою використаємо анзац 
2 

и = іГ^"-1 

(24) 

(25) 

де к — стала, г = г(?, х). Підставляючи (25) в рівняння (24) і прирівнюючи до 
. 2 

нуля вирази при г і г , отримуємо таку систему для визначення змінної г: 

2 2(3 - п) 2 2 , 2 _ л П- 1 (п- 1) 

ї , = 
п + З •А, А: 

2 
п-1 

п-1 
(27) 

«-і 
-А. А: я +1 

п - 1 
= 0 . 

З рівняння (28) знаходимо 

п-1 
к 2 = п + 1 

А,(п - 1 ) 
Підставляючи (29) в (27), маємо 

(28) 

(29) 
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= 2
 7 _ Ер' + 1) 

Г̂ , ^ХХ л л • п — 1 2 А, 
(30) 

Продифєренціювавши обидві частини рівняння (30) за змінною х і підставивши 
в рівняння (26), отримаємо 

6 - 2п е ( и + 1) 2 ( 3 - / ; ) 2 . 2 _ п 

/ ,ч2 гхгххх Г7 77 Чх ~ 7 77Т гхх ~ °\1х ~ и- ^ О (п - 1 ) А(я-1) (п —1) 
Отже, система (26) - (28) є рівносильною системі (29) - (31). 

Теорема 4. Розв'язком рівняння (24) є функція 

и - п + 1 
Цп- 1). 

« - і 

ехр 2еХЬ, х + 
п + 1 

и\2ьї 
(п + І)2 

Є(и + 1) 
~Х{п-\)Ь\ 

ехр е А і > | ( я - 1 ) 

/1 + 1 
х + 

27}Ь} | Ь{
л 

(п +1)" 
(л-1)* + к 

2 
іі-1 

(32) 

к — довільна стала. 
Доведення. Повторюючи міркування, наведені в [5], знаходимо загальний 

розв'язок системи (29) - (31): 

г = 
Хе(п - \)Ь\ 

ехр е А . Ь | ( я - 1 ) | ( 2 К Ь { ( п - 1 ) , 6 , ( я - 1 ) 

п + 1 І ( я + 1): 
+ ' 2 

+ к2. (33) 

Підставляючи (33) в (25), отримуємо розв'язок (32). 
Теорему доведено. 
Розглянемо рівняння 

/ 1 - І / 1 + 1 

и, = ихх + Хи 2 их + Ьи 2 + 
27с 

Анзац 

де 

в а - » ( " - ' ) * ! е х р Г - ^ а , + ь \ п - т + 3){ + к 

2Х 

г = к{ ехр 

2Х АХ 
н'(г), 

_ И п - Х ) х + Ь \ п - Х К п + Ъ ) 1 + + къ, 

(34) 

(35) 

( 3 6 ) 
2Х АХг 

к\, к2, —довільні дійсні числа, к\ * 0, редукує рівняння (34) до звичайного 
диференціального рівняння 

»-і 
у/' + Хп> 2 и/ = 0. (37) 

Теорема 5. ЯКЩО П = 3, то розв'язками рівняння (34) Є функції 

и = 
2 Ьк\ 

ехр С ь Лъг>2 , 1 

X . і к, ехр < Ь 
К X 

-х + Щ-і + кЛ 
X2 ) 

+ Хк^ + с 

де к\, к2, кт,—довільні дійсні числа, к{ *0; 
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Ьк{ ( ь .. . ЗЬ2 
11 = ц Х + + 1 1 8 ( Н т с г + с і )> ( 3 8 ) 

де Ц| = с' сі —довільні сталі, с < 0; 

и = + + (ц2сг + с,), (39) 

\~Х 
де (і.2 = І — , с, С| — довільні сталі, с> 0. 

V 2с 
У формулах (38), (39) г = г(г, х) — функція, визначена формулою (36). 
Теорема доводиться з використанням редукованого рівняння (37) для п = З, 

а також відповідного анзацу (35), (36). 
5. Точні розв'язки рівняння (5). Для побудови розв'язків рівняння (5) 

використаємо підстановку Коула - Хопфа (13). З'ясуємо, для яких значень па-
раметрів р0 , Р|, А,, Х2 рівняння (5) має розв'язки вигляду (13). З цією 
метою підставимо (13) в (5) і в отриманому рівнянні прирівняємо до нуля вирази 

2 • 3 т, при г, г і г . В результаті отримаємо систему 

к іхі = Р0 кіххх + кгхх + ахкгх + а0 г, (40) 

г, = ~$\кї.Ххх + (3(30 - М ) г ; « + ( Х 0 - а 2 к ) і х , (41) 

( 2 р 0 - Х х к + агк2)гх + (-Щк+ \2к2)гхх = 0 , (42) 

а4к2 - Х2к + 2Р] = 0. (43) 
Підставимо (41) в (40): 

~$\к2гхххх + ^(2Р0 к)іххх - ~ Я\кгх - а 0 г = 0. (44) 
Отже, знаходження розв'язків рівняння (5) звелося до інтегрування системи лі-
нійних рівнянь (41) - (44). Проаналізуємо детально випадок -ЗР, + Х2к = 0. З 
рівняння (42) випливає 2Р0 - Х}к + а^к2 = 0. Враховуючи (43), отримуємо 

1 - 6 д4рр , о _ А. - л і - + — ' Рі = 7Г~• ( 4 3 ) 
іа4 К2 За4 9а4 

Підставляючи (45) в (44), знаходимо 

а4к4їхххх + + а2к2іхх + ахкг х + а0г = 0. (46) 

Отже, інтегрування системи (41) - (44) у випадку -Зр , + Х2к = 0 зводиться до 
інтегрування системи (41), (46) гіри умові, що виконуються співвідношення (45). 
Рівняння (5) при цьому має вигляд 

Р о А < 9 а4 
Ап + . + \и + X, и 

З а4 

4 3 2 + а4и + а^и' + а2и + ахи + а0, (47) 

де значення параметрів Р0, Х0, Х2, а0, ах, а2, а4 є довільними, Х2 ї 0, 
а4 ± 0. 

Побудуємо точні розв'язки рівняння (47). Тип розв'язку рівняння (47) за-
лежить від коренів характеристичного рівняння 

а4к4г4 + а3к3г* + а2к2г + ахкг + а0 = 0, (48) 
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що відповідає рівнянню (46). Коренями рівняння (48) є -т ( - , де т ; , і = 1 , 2 , 3 , 

4, — корені рівняння 

а 4 г 4 + а3г3 + я2г2 + а і г + а0 = ( 4 9 ) 

Теорема 6. Якщо корені т , , т 2 , т 3 , т 4 рівняння (49) е дійсними і різни-
ми, то розв'язком рівняння (47) е функція 

4 

ехрфД?, х) 
і = 1 

" = — ' 

ехрфДг, х) 
1 = 1 

де к; — довільні сталі, що одночасно не дорівнюють нулю, і = 1, 2, 3, 4, 

Ф,•( ' ,* ) = ~ т ~ ~ т і х + 

А2 
- а 4 т,- + 

V л 2 
2 °3 

\ /• 2 
тТ + 

За4Х0 

V л2 
ґ . ( 5 0 ) 

Теорема 7. Л щ о корені ть т 2 , « з , т 4 рівняння (49) є дійсними, т , = 
- т2> щ{ * т3, Ш| * т4, т3 * т4, торозв'язкомрівняння (41) е функція 

Ап 
За, 

щ + т , (р 0 + | і 1 х) ехрфДг, х) + £ т і к і ехрфД/, х) 
/=з 

ч 
(|І0+ |і,х) ехрфДг, де) + ехрфДг, х) 

1 = 3 

<3е — довільні сталі, що одночасно не дорівнюють нулю, 

МО = к 2 С і + к\< I і ! = к2< 

2(9«4р0 - Я2 а3) 
С = -Я2Ш| + • «і + 

Я2 а2 
(51) З а4Л2 ' и Зя4 

я функції фДг, дг) визначаються формулою (50). 
Теорема 8. Якщо корені т1 = а , + /у,, т 2 = а , - /у,, т 3 = а , + /у 2 , 

ш4 = а 2 - /у2 рівняння (49) є комплексними і різними, то розв'язком рівнян-
ня (47) є функція 

« = ч , 

'.7 = 1 

де і ,7=1 ,2 , — довільні сталі, що одночасно не дорівнюють нулю, 

',0) = + У,*,(2\ /(2° = а , ^ » - Уі*<'>, 
/{2 ) = а а 4 ' ) + у 2 4 2 ) , = а 2 4 2 ' - у 2 4 і » , 

( 5 2 ) 

( 5 3 ) 

а функції і,7=1,2, визначаються формулами 

^ ' ( Л х ) = ехр 

Г З а 4 а -

За4а ;-
х + [ - а 4 ( а 2 - З а Л

2 ) + д ( а 2 - у 2 ) + й а 7 ] г } х 

Х С 0 8 { " ^ д с + [ - в 4 ( 3 а Ь - У г і ) + 2 А а і У 1 = 1 . 2 , ( 5 4 ) 
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= е х р { ^ р х + [ - а 4 ( а ] - З а д ] ) + А ( а 2 - у ) ) + * « , ] * } х 

| + | _ а 4 ( З а 2 у . _ у 3 ) + 2 Л а , у . + в У ; ] г | , ; ' = 1 , 2 , ( 5 5 ) 
Г Зя 4а 

х віп 

д = _ З Х 0 а 4 
- 2 «З- и - «з-
Л 2

 л 2 

Теорема 9. Якщо корені т , , т 2 рівняння (49) є дійсними і різними, а ко-
рені т3 = + (у2 , «і4 = а 2 - іу2 —комплексними, то розв'язком рівняння 
(47) є функція 

2 2 
ехрф,(Г, х) + Х ' Р Ч Р ' С . х) 

м = 
і=і і= і 

/ = І 

де є Е, / = 1, 2, функції ф,(г, х) /' ф2(Г, х) обчислюються за фор-

мулою (50), функції \|/,2)(г, х) г ц/|,2)(?, х ) — з а формулами (54), (55), а ко-

ефіцієнти 1-2\ і - 1,2, — за формулами (53). 
Теорема 10. Якщо корені тх і т2 рівняння (49) є дійсними і рівними, а 

корені т 3 = а 2 + іу2, т4= а 2 - іу2 —комплексними, то розв'язком рівнян-
ня (47) е функція 

^ ц , + т , ( ц 0 + Ц і * ) 
3 « 4 

м = 

е х р ф 1 ( ? , х ) + £ / Р ) У | / / 2 ) ( ? . х ) 
1 = 1 

(ц0+ ц, х) ехрфі (/, х) + X І|/|2)а, х) 
1 = 1 

де є К, ( = 1,2, функція фДг, х) визначається за формулою (50), функ-

ції х), і - 1,2, обчислюються за формулами (54), (55), (і0 і ( і , — з а 

формулою (51), а коефіцієнти /р' —за формулами (53). 
Теорема 11. Якщо корені тх, т 2 , т 3 , т 4 рівняння (49) є дійсними, т , = 

= т 2 = т 3 , а»| ^ ш4 , т о розв'язком рівняння (47) є функція 

З а 4 " " 
і = 0 

ехрф|(/, х) + т4&4 ехрф4(Г, х) 

І н У 
^ /=0 ) 

ехрф|(г, х) + к4 ехрф4(/, х) 

де к2, к4 є К, функції фі(/, х) / ф4(г, х) визначаються за формулою 
(50), а С — формулою (51), 

ц0 = изС2/2 + к2Сі + к3 
2Х\ 2(9д|р0 - Л.|а3) 
За4 9а4 

ц, = 2&3С7 + к2, \і2 = к3. 

1 + кЛ, 
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Теорема 12. Якщо корені /п,, т2, т 3 , >п4 рівняння (49) є комплексними, 
гп\ = т 3 , т 2 = т 4 , т , = а , + гу,, 

розв'язок вигляду (13), де к-
З а 4 

а) - і у J, wo рівняння (47) л/яє 

г = 4- /, ( V , 0 - + - Т ^ ) , 
/= і 

причому /, є R, і = 1, 2, 
Г / 1 _ . О \ 

\2а2 S(t,x) = - « і + ^ о 

Д О = —2A, 2ot l Yj + 

2 ( 9 « 4 (30 " 4 а з ) 
—- - L ^ 

З а 4 Я 2 З а 4 

2 ( 9 « 4
2 р о - 4 « з ) , 

f + х , 

З а 4 \2 
- Ї Ї f . 

а функції \|/1 (?, х), г = 1,2, обчислюються за формулами (54), (55). 
Теорема 13. Якщо корені т , , т 2 , т 3 , т 4 рівняння (49) е дійсними і 

рівними, то рівняння (47) лиге розв'язок 
з 

і л 2 ;=о 

і — 1 

З а 4 

/ = 0 

+ ш,, 

де к 2 , к4 є R, С визначається за формулою (51), 

(і0 = k4C3t3 + £3С2Г2 + Зк4CDr + k2Ct + k3Dt - k4Et + ku 

|i, = 3 k4C2t2 + 2k3Ct + 3k4Dt + k2, 

2 4 D = W| + 
3 a 4 

(i2 = 3 k4Ct + к^, |i3 = &3, 

2(9a4
2p0 - X\a3) 

9 a} a4 
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