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В работе исследуется вопрос существования и устойчивости инва-
риантных множеств системы разностных уравнений следующего
вида

xh
n+1 = xh

n + hX(xh
n), (1)

где h > 0 — шаг разностного уравнения, n ∈ Z.

xh
n = xh(t0 + nh), xh

0 (t0) = x0,

x ∈ Rn, t0 ∈ R. Вектор-функция X(x) определена в некоторой
области D пространства Rn и удовлетворяет условию Липшица.
Определение 1. . Множество M ⊂ D будем называть инвариант-
ным множеством системы (1), если решение xh

n(x0) системы (1), с
начальными данными x0 ∈ M , имеет свойство: xh

n(x0) ∈ M для
любого n ∈ Z. Если n ∈ Z+, то множество M назовем положительно
инвариантным множеством системы (1).
Определение 2. . Положительно инвариантное множество M систе-
мы (1) будем называть устойчивым, если для любого ε > 0 сущест-
вует δ = δ(ε) > 0 такое, что если ρ(x0,M) < δ, то ρ(xh

n(x0),M) < ε
для n ∈ Z+. Если множество M устойчиво и удовлетворяет предель-
ному соотношению lim

n→∞
ρ(xh

n(x0),M) = 0 для всех x0 с некоторой
δ0-окрестности множества M , тогда назовем его асимптотически
устойчивым.

Пусть D1 — ограниченная область, которая находится в D вместе
с некоторой своей окресностью, D1 = D1 ∪ ∂D1.
Определение 3. . Функцию Vh(x), определенную в D1, будем
называть знакопостоянной в D1, если для всех x ∈ D1, ненулевые
значения функции Vh(x) имеют один и тот же знак. Знакопостоянную
в D1 функцию Vh(x) назовем знакоопределенной в D1, если множест-
во ее нулей непусто и компактно в D1.

Инвариантные множества системы (1) будем исследовать в терми-
нах знакопостоянных функций Ляпунова аналогично дифференциа-
льным уравнениям [2]. Пусть 4Vh(x) = Vh(x + hX(x))− Vh(x).
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Теорема 1. . Если Vh(x) знакоопределенная в D1 функция, для
которой 4Vh(x) знакопостоянна в D1 и множество N0(h):

Vh(x) = 0, x ∈ D1, (2)

равномерно отделено по h от границы области ∂D1, т.е.

∃h0 > 0, ∃γ > 0, что ρ(N0(h), ∂D1) > γ, ∀h ≤ h0, (3)

тогда множество (2) положительно инвариантное и устойчиво,
когда знаки Vh(x) и 4Vh(x) разные.
Теорема 2. . Если функции Vh(x) и 4Vh(x) знакоопределенные в
D1, множества их нулей для каждого шага h > 0 в D1 совпадают и
выполнено условие (3), тогда положительно инвариантное множе-
ство (2) асимптотически устойчиво, когда знаки Vh(x) и 4Vh(x)
разные.
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For the systems of difference the equations it is received conditions
of existence and stability of invariant sets in terms of the Lyapunov
functions of constant signs.

2


