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Ю р и к І.І. канд. фіз.-мат. наук, доцент 

ПРО М А К С И М А Л Ь Н І ПІДАЛГЕБРИ КОНФОРМНОЇ АЛГЕБРИ 
АС(1,п). 

Одержана класифікація 1-максимальних тдалгебр рангу п конформної 
алгебри АС(1,п), які не мають в R.2.n+i інваріантних ізотропних підпросторів 
і алгебр, які в Ri„*i мають одномірні інваріантні ізотропні підпростори. 

We obtain the classification of I-maximal subalgebras of rank n of the 
conformai algebra AC(l,n), which don't leave invariant isotropic subspaces m 
Rinn and of the subalgebras possessing one-dimensional invariant isotropic 
subspace in Ri.n+1 • 

Згідно теореми Ліувілля конформне перетворення е композицією руху, 

дилатації і інверсії або комлозицією руху і дилатації . Під рухами розуміють 

елементи псевдоортогональної групи 0(1,п) і зсуви (трансляції) Т, ; х->х+а , 

а під дилатаціями (розтягами) - відображення X—»toc (XeR ; Х>0), а 

інверсіями називають відображення: 

де Х=(Хо, Хі,...,Хп) , Х2=Х2о-Х|2-... -Хп2 . 

Алгебра Лі АС(1,п) групи С(1,п) конформних перетворень простору 

породжуються векторними полями [1 ] : 

J аа X o â X a + 

д д 



106. 

I д ' _ д Г) - - д д - ^ 

Ка - 2 g [ x n x u - / ^ g " x , x „ j ^ - , (1) 

де а=0, 1„. . ,п; a , b = 1 п . 

Ці генератори задовольняють таким комутаційним співвідношенням: 

g afi J Цу + £ fiy J aS~ g 0„ J ,IS~ g fs J au і 

[at „ . У = gaf К „ - gav К /і 

[ K a , K f i ] = o , [ D . P . ] - P . , [D , K a ] = - K a , 

[D . J . f ] ^ , [ K u . P 0 ] - 2 ( g a f D - J.,). = 0,1 и). 

Нехай 0 ( 2 , n + l ) - група ізометрій псевдоевклідового простору Ягл+і з 

метрикою pab (а,Ь = 1,2,...,п+3), де рп=р22=-рзз== -=-рп+з,п+з==1, Peb=0 при 

а^Ь . Позначимо через І„ь матрицю порядку n+З, яка має одиницю на 

перетині а-го рядку і b-го стовпця, і нулі на всіх решта місцях ( а , b = 

1,..'.,n+З). Базис алгебри АО(2,п+1) утворюють матриці: 

Q , , - / » - / « • Q . . = - / . » + A . ( a < b ; a,b=3,...,n+3), 
о 

Сі = ~ І І аі ( і=1,2; а=3,....,п+3) . Вони зв'язані між с о б о ю такими 

комугаційними співвідношеннями : 
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де а,Ь,с,сІ=1,...,п+3 . Алгебра АО(2,п+1) діє в псевдоевклідовому просторі 

, який складається з (п+3) - мірних стовпців , способом множення 

стовпця ХєЯгд+і зліва на матрицю АєАО(2,п+1) . Базис Ягл+і, елементи 

якого є одиничні стовпці , позначимо через { СЬ ,...,(5п+3 } 

Відображення / : АО(2,п+1)-» АС(1,п) алгебри Лі АО(2,п+1) на алгебру Лі 

АС(1,п), яке задасться за допомогою таких 

співвідношень: . / „ , = / ( П Р а - /(£} 1>в+, - О 

К . - / ( П и . і + ( 2 ) , 

И - - ї ( О , є ізоморфізмом. Тому АО(2,п+1) і АС(1,п)можна 

ототожнити . В результаті цього одержуємо два набори позначень для одного 

і того ж базису 

'«/«/> О І ,а*г Ш Р а * К ц} 

П . - Р . ) , П , (3) 

( а < Р ; а , Р=0,1,...,п). 

Задача класифікації підалгебр алгебри АС(1,п) з точністю до С(1,п) -

спряженості рівносильна задачі класифікації підалгебр алгебри АО(2,п+1) з 

точністю до 0(2,п+1) - спряженості . Це означає , що якщо Ф) - повний 

список С(1,п) - неспряжених підалгебр алгебри АС(1,п) , то замінивши 

генератори в кожній підалгебрі Ь є Ф| відповідними генераторами алгебри 

АО(2,п+1) згідно співвідношенням (3) , одержимо повний список Ф2 

0(2 (п+1) - неспряжених підалгебр алгебри АО(2,п+1) і навпаки . 
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Група 0(2,п+1) породжує дію алгебри АО(2,п+1) на просторі Яг п+і . Це 

дозволяє множину всіх підалгебр алгебри АО(2,п+1) розбити на такі три 

класи. 

1). Перший клас складається з усіх підалгебр , які не мають в R^+i 

інваріантних ізотропних підпросторів. 

2). Другий клас складається з підалгебр , які мають в R2,n+i інваріантний 

ізотропний підпростір розмірності одиниця . Цей клас включає підалгебри , 

які спряжені з підалгебрами розширеної алгебри Пуанкаре А Я (1,п) , що 

породжена генераторами Р а , Jap , D , де а < ß 

a,ß=0,l,....,n . Прикладом підалгебри алгебри А Р (1,п) є класична алгебра 

Галілея A G(n- l ) породжена генераторами Ра, Ö„, 

М. Т, Jab, де G„= Joa- J « , М = Р0 + Р„ , Т = | ( Р0 - Р „ ) , (а<Ь ; а,Ь = = 1,...,п-1). 

3). Третій клас складають підалгебри , які мають в Rj,n+i інваріантний 

ізотропний підпростір розмірності два і не мають в Яг^+і інваріантних 

ізотропних підпросторів розмірності одиниця . Нехай Aopt(l,n) - підалгебра 

алгебри АС(1,п) породжена генераторами 

M , P a , G a , J a b , C , S , T , Z ( a < b і a,b=l,...,n-l ) , д е 

G, = Jo«" Jan , C = - (Jon + D) , 

Z = J o n - D , S = i ( K 0 + K o ) . 

Цей клас складають ті підалгебри алгебри Aopt( l ,n) , які не спряжені 

з підалгебрами алгебри АЯ(1 ,п ) . 

В даній роботі будуть використовувЗтись такі позначення . 

AO [ r , s ] = < Jab; а,ь = г,..., s > : 

АЕ [ r , s ] = (P r , . . . ,P , ) © AO[r,s] ; 

A E , [ r , s ] = < G r G , ) Ф AO[r,s] ; 
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< P ( r , s , Y ) " < G f + YP, . . . . .G, + TP.> ® AO[r , s ] , 

де r £ s , у є R . Позначимо через di ,..., d, натуральні числа , які 

задовольняють співвідношенням : 0 = d| <... <d, = m ^ n . 

При дослідженні І-максимальних підапгебр конформної алгебри АС(1,п) ми 

використаємо метод [3-5], який дозволяє описати І-максимальні підалгебри 

алгебри Лі групи перетворень псевдоевклідового простору R|,„. За 

допомогою цього методу була проведена, зокрема, класифікація I-

максимальних підапгебр рангу n і п-1 алгебри Пуанкаре АР(1,п) [3,6], а також 

класифікація І-максимальних підалгебр рангу n і п-1 розширеної алгебри 

Пуанкаре АР(1 ,п ) [3,4]. Цей метод годиться для описання І-максимальних 

підалгебр конформної алгебри АС(1,п) і не залежить від реалізації цієї 

алгебри диференціальними операторами першого порядку. 

Підалгебри різних класів неспряжені відносно групи С(1,п)- автоморфізмів 

і кожен з них інваріантний при дії любого автоморфізму. Тому доцільно 

проводити класифікацію підалгебр кожного класу окремо. При цьому 

виключимо із розгляду ті підалгебри алгебри АС( 1 ,п), які з точністю до 

спряженості містять Ро+Рп або Р0. 

Теорема 1. Нехай L- максимальна підалгебра рангу n алгебри АС(1,п) 

першого класу і L n V с <РЬ...,РП >. Тоді L С(1,п> спряжена з однією із 

наступних алгебр: 

1) Li= <Кі- Pi ) , якщо n—1 ; 

2) L2= ( K i - Pb . . . ,Kn - Pn > В AO[l,n], якщо n > 

3) Lî= ( Po + Ko ), якщо n=l; 

4) L4= ( Po + Ko ) Ф AO[l,n], якщо n à 2; 

5) L5= ( Po + Ko ) Ф AO[ l ,n - l ] Ф ( K n - P„>, n 2:3 
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6) u = < Po + Ko > ф AO[l,t-2 ] Ф ( < K,. i - P,.„. ..Ko- Pn > В AO[t-1,n] ), де 

t=4, . . . ,n ;n£4; 

7) L7=< < P , + K , . . . . A a + K « > В AO[l,t-2] ) Ф ( Jap; a<ß; a ,ß = 0, t-l,...,n ), 

t=4,...,n+l; n і 4; 

8) L*=( ( P,+ K,,.... P..2 + Ki-2 > В A O [l,t-2] Ф < J„p; a<ß; a,ß=0, t-l,...,n-l>® < 

K « - P 0 ) , t=4,...,n-l, n ä 5, 

9) U H < P.+ к Pt-:+ K,.2 > В AO[ l , t -2 ] ) Ф < Jap; a<ß ; a,ß=0,t-l,...,t+s-

- 2 > Ф (< P1+t.,,..., K „ - Pn ) В (Jap; a<ß; a,ß=n+s-l , . . . ,n), 

t =4,...,n-2, s=2,...,n-t; n £ 6; 

10) Ljo^ (Jap; ot<ß; cx,ß=0,lt.,.,n-l ) Ф ( K„— P n ) , п ^ 3; 

П ) L i r < Jap; a<ß ; a,ß=0,l,...,t-2 > Ф ( < K t . , - Ри , . . . , K » - Pn > В < Jap; a < ß ; 

a ,ß = t-l,...,n ) ), t=4 n; n 2:4; 

12) L|2= ( Po+ Ю)+ос( K|- P . ) ) , 0 < a < 1, n=l . 

13) L Ф AO(2, k|), де L - незвідна І- максимальна підалгебра ракгу k2 - 2 

алгебри AO(k2),k|+k2=n+l, k|2K),k2ä3; 

14) < Р,- K,+ 2J0J, Р2 + К 2 - Ko - Po. 2J,2 + К3 - P3> 

Доведення. 

Позначимо через Qi.....Qn+з ортогональний базис псевдоевклідового простору 

R 2 . 0 + I .який задовольняє умовам: (Qi,Q2)=l, (Q2, Q2)=l, (Q3. СЬ)=-1, •., (Qn«. 

Qu+3>=-l- Т у т ( Q „ Q,) - скалярний добуток векторів Q, і Q, (ij=l, . . . ,n+3). Нехай 

L деяка підалгебра рангу п алгебри AO(2,n+1) з першого класу, і 

R 2 ^ i = V , ® . . . ® V , [4] 

розклад простору R2-n+i в пряму ортогональну суму незвідних L- підпросторів. 

Якщо s=l , то L е незвідною підалгеброю алгебри АО(2,п+1). У випадку, коли 

п+1- непарне число і п+1>3, незвідна підалгебра L алгебри АО(2,п+1) 

співпадає з АО(2,п+1) [7] Оскільки ранг алгебри АО(2,п+1) дорівнює п+2, а 
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ранг підалгебри Ь дорівнює п, то розглянутий випадок неможливий. Якщо 

п+1=3, то незвідна підалгебра Ь алгебри АО(2,3) спряжена з підалтеброю [7]: 

а значить ранг підалгебри Ь дорівнює 3, що також неможливо. Якщо п+1=2к 

парне число, то Ь спряжена з одною з таких алгебр [7]. 

1) АО(2,п+1); 2) АБІДІ.к); 

3 ) А Б ( 1 , к ) Ф < г ) . 

У всіх трьох випадках ранг підалгебри І, відмінний від п. Тому в (4) з>_2. 

Припустимо, що в розкладі (4) існують два одномірні підпростори У| і У2, які 

мають різні сигнатури. Можна припустити при цьому, що У|={ О і ) і У2~ (Оз 

). Але тоді V] Ф У2 містить Ь- інваріантний ізотропний підпростір ( Оі + СЬ) 

або ( О і - СЬ ), а це неможливо. 

Припустимо, що Уі= ( Оі, Оз,..., >, де ї > 3, і Ь= Ь)+...+Ц- розклад 

алгебри Ь в пряму суму незвідних підалгебр В цьому випадку Ь ь як 

незвідна підалгебра алгебри АО(Уі), виділяється прямим доданком в алгебрі 

Ь [1]. Отже, Ь містить підалгебру < Оп, Оіз, Огз ) , яка спряжена з < Оіг, 

£2і „+з, Пгл+з )• Відповідною їй підалгеброю алгебри АС(1,п) є підалгебра ( Ро, 

Ко, О ), це неможливо, оскільки за умовою Р 0 гЬ 

Нехай в розкладі (4) 8=3. З попередніх досліджень і на основі теореми 

Віта, можна припустити, що розклад (4) простору Я2>пц є одним із наступних: 

1) < Оі > ф < 0 2 ) ф (Оз,"-,Оп+з >; 

2) ^ Г < ОьОг > ф < О з ) ф < 04 >, П=1; 

3) Я2л+1= < 0 і ,02 > ф < 0з,.. . ,0„+2) ф < Оп+З >, П 2:2; 

4) К2,п+1= < Оі, 02 ) ф < 0з, . ,0п+1 ) ф ( 0п+2, Оп+З >. П і 3; 

5) Ягл+і= < Оі, Ог > Ф ( О з . - А ) Ф < 0.+і,...,0„+з >, 1=4,....п; п £ 4; 

6) К2,„+1= < Оь Оз, 0 4 , - - А > Ф < 02 ,Ом, . . . А « > Ф < 0„+з >, Іг= 4,...,п+1; п> 4; 
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7) < Q1,QJ,Q4,...,Q1 > e < 0 2 , < W . . . Q * I > ®< Qn+2, Qn+З), t=4,. . .n-l ; n £ 5; 

8) R2^ i= < Qi.Qj.Q«, ,0 , > © < Q2,Qhi Q.* , ) ф < C W i , " ,Qn+3 >, t=4,...,n-2; 

s=2,. . ,n-t ; n £ 6; 

9) R 2 ^ 1 = < Q| > Ф < Q2, Q3, ,Qe+i > © < Qn+2. Qn+з), П і 3; 

10) R2.„.,= < Q i ) Ф (Q2.Q3.Q4, ,Q, > Ф (Q1+i,...,Qn+3). t=4.....n; n > 4 . 

У випадку 1) L= (Оз4,...,От,+2л+з) =AO[3, n+3] . Відповідною їй 

підалгеброю алгебри АС(1,п) с підапгебра (Кі-Р|), якщо п=1 і (К|-Р|,...,К„-. 

Р„) Б АО[І .п] .якщо п>1 . 

У випадку 2) L= (К<гРо) Якщо маємо розклад 3 ) , то одержуємо підалгебру 

Ь=(Пі2) Ф (Ой ..... Пп+ід+г) . Відповідною їй підалгеброю алгебри АС(І .п) є 

підалгебра < Р 0 + К о > Ф АО(1 ,п) , п£2 . У випадку 4) L=-<Q,2) Ф(Пз4,..Л,.п+і> Ф 

< f W , > , а значить їй відповідає підалгебра ( Р о + К о ) Ф АО[1,п-1] Ф <КП-Р„) , 

п^З . Якщо маємо розклад 5 ) , то алгебра L належить до виду 6) теореми 1 . У 

випадку 6) одержуємо таку підалгебру алгебри АО(2,п+1) : 

Ь=<П,,,... .£}„. П,4. .. fli-i.t) Ф (П 2 ,+ і . .. П2 д + 2 . . . . Пп+і^2> • 

Відповідною їй підалгеброю алгебри АС( 1 ,п) є підалгебра виду 4) 

теореми 1. Решту випадків 7)-10) розглядаються аналогічно . 

Нехай далі в розкладі 5) S=2 . Підалгебра L є підпрямою сумою двох 

незвідних підалгебр L| і L 2 , де Li с AO(V|) , L2 с A O ( V 2 ) . Якщо п=1, то 

L= (Ро+Ко + а (К і -Р і ) ) , 0<а<1 . Якщо п>1 і підалгебри Li і Ь2 неізоморфні, 

то L=Li ФЬ2 При цьому можна вважати , що ранг підалгебри Li дорівнює 

dim V|-2 , а ранг підалгебри L2 dim V 2 - l . Таким чином , підалгебра L 

відноситься до виду (13) теореми 1. Якщо підалгебри L| і L2 ізоморфні , то 

L*L| ф L2 . В цьому випадку Li = A O ( V i ) = AO(V 2 )= =L 2 . Можна припустити 

, що V , = < Q , . Qj . . . . . Q, >. V 2= ( Q 2 , Qi+i,...,Qn+3 >• 

Оскільки ранг підалгебри L дорівнює t-1 , т о t=l+n . Отже , n=3 , а тому 
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Ь = ( П25 . Р,4 + «16, о ,4 + О * ) • 

Відповідною підалгеброю алгебри АС(1,п) с підалгебра •( Рі+Кі+2Л0з , 

Р2+К.2+ Ко-Ро , 2}і2+ К3-Р3). Теорема доведена . 

Максимальні класифіковані підалгебри рангу п алгебри ЛР(1,п) з 

точністю до Р(1,п) - спряженості в [4] . Оскільки конформна спряженість 

більш сильна спряженість , то тут виникає задача класифікації підалгебр 

алгебри ЛР(1,п) з точністю до С(1,п) - спряженості. Дослідження підалгебр 

-алгебри Л/>( 1 ,п) на спряженість відносно групи С(1,п) - автоморфізмів було 

проведено в [8] . З цих результатів , зокрема , випливає : якщо Ьі і дві 

довільні підалгебри алгебри ЛР(1,п) спряжені відносно групи С(1,п) -

автоморфізмів , то Ьі=чр ( ) , де <р = ч>ь <Рі, фі є Р ( 1,п) автоморфізмом , 

а фь - С(1,п) - автоморфізмом , визначеним елементом Ь = ехр —( Ко + Ро + 

К„ - Р „ ) . Автоморфізм ф н є автоморфізмом алгебри ( Р0 + Р„ , Р . , О а , Ль , 

( а < Ь ; а,Ь = 1,2 п-1 ) і діє на її елементи таким чином : 

Ь О . Н ' - Р . , ЬР.Ь ' = - о . , к ^ і г ' - о , 

Ь О Ь " ' Ь М И "1 = М , ,Ь Л.ьЬ-1 -= ДаЬ . 

Застосовуючи його , наприклад , до алгебри АЕ| [1,п-1] © < Б ) одержуємо , 

що розгляду вана підалгебра спряжена з АЕ[1,п-1] © ( і « , ) . 

Це дозволяє скоротити перелік підалгебр рангу п алгебри АС(1,п) 

розгалужуваних з точністю до Р (1 ,п) - спряженості. 

Теорема 2. Нехай І,-максимальна підалгабра рангу п алгебри Л/'( 1,п) 

другого класу і Ь п V с ( Рі,..., Р„ ) . Тоді С(1,п) - спряжена з однією із 

наступних алгебр: 

І. Підалгебри алгебри АР( 1 ,п). 

1) АЕ[1,п] 1) ; 
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2) <іоі> (п=1) ; 

3) АЕ[1,п-1] + < і 0 п ) (п>1) ; 

4) А0[0,п] (п^2) ; 

5) А0[0,к] Ф АЕ[к+1 ,п] (к = 2, ,.,п-1 ; п£3) ; 

11. Підалгебри алгебри ЛР(1,п) з ненульовою проекцією на ( Б ) . 

1) АЕ[1,п-1] В ( О ) ( п ^ 2 ) ; 

2) АЕ[1,п-1] В( .1о„ + аО> ( а * 0 ; п £ 2 ) ; 

3) АЕ[1,п-1] © ( і о „ + 0 + М) (п£2) ; 

4) АО[1,п] Б ( Б ) ; 

5) ( АО[1 ,т ] Ф АЕ[т+1 ,п ] ) Б ( Б > ; ( т=2,...,п-1 ; п2:3); 

6) ( АЕ|[1,т] Ф АЕ[т+1,п-1] ) В ( О ) ; ( ш=1,...,п-2 ; п^З); 

7) (АЕ,[1,п-1] В < Ц > ( п ^ 2 ) ; 

8) ( АЕі [1 ,т ] Ф АЕ[ш+1,п-1]) В < ^ + а О > ; ( т=1 , . . . , п-2 ; п £ 3 ; а # 0 ) ; 

9) АЕі[1,п-1] В (.Іоп ) ; ( п £ 2 ; а * 0 ) ; 

10) (АЕ|[1 ,т ] Ф АЕ[т+1,п-1] )В<.І0п + О + М ) , ( т=1 , . ..,п-2 , п^З); 

11) АЕ,[1,п-1] В( .1о„ + 0 + М > ; ( п £ 2 ) ; 

12) ( А О [ 1 , т ] Ф АЕ[ш+1,п-1] Ф (Лоп)) В ( Б ) ; ( т=1,...,п-2 ; п і З ) ; 

13) (АО[1ді-1] © < Іоа >) 30 < О > ( п ^ 2 ) ; 

14) ( А0[0,га] Ф АЕ[т+1,п-1] В ( О ) ; ( т=2,... ,п-2 ; п^4); 

15) А О [ 0 , п - 1 ] В ( 0 ) ; ( г^З) ; ( 

16) ( ( О , + Р0 - Р„ > Ф АЕ[2,п-1]) В < .Іоп -20> ; (п^З); 

17) < в , + Ро - Р2 > В < і0 2 - 2 0 > ; (п=2) ; 

18) ( А 0 [ 0 , т ] Ф АО[т+1,я] Ф АЕ[ч+1,п]) В ( О > ; 

( т=2,. . ,п-2;я=т+1,. . . , п ; п>4) ; 
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