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Синтез оптимального мінімаксного оцінювання та 
керування лінійними багатовимірними об'єктами за 
умови неточного і неповного їх вимірювання 

Розглянута задана мінімаксного оцінювання та керування лінійними багатовимірними об'єктами 
за умови неповного і (або) неточного вимірювання деяких координат його стану. Викладені суть та 
послідовність такого підходу. Сформульована задача синтезу оптимального мінімаксного оцінювання та 
керування відновленими значеннями у вказаних об'єктах. Наведена матрична матмодель температурного 
режиму теплового об'єкта (пекарної камери) та сформульований критерій оітгимальності спостереження 
та керування. Викладена послідовність математичних перетворень та замін, щоб шляхом розв'язання 
оігтимізаційної задачі врешті отримати вирази оптимального оцінювання (спостерігача) та керувального 
діяння (регулятора) за умови неповного або неточного вимірювання координат стану об'єкта у вигляді 
матриці зворотного зв'язку і матриці коефіцієнтів моделі спостережень координат стану об'єкта. 
Викладене полегшить застосування в харчовій промисловості методу мінімаксного підходу для 
практичного розв'язання оіггимізаційних задач оцінювання та керування відновленими значеннями 
параметрів. 
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Синтез оптимального минимаксного оцснивания и управлення линейньїми многомсрньїми 
обьектами в условнях неточного и неполііого их измерения 

Рассмотрена задача минимаксного оценивания и управлення линейньїми многомерньми 
обьектами в условиях неполного и (или) неточного измерения некоторьіх координат его состояния. 
Изложеньї суть и последовательность такого подхода. Сформулирована задача синтеза оптимального 
минимаксного оценивания и управлення восстановленньїми значеннями в указанньїх обьектах. 
Приведена матричная матмодель температурного режима теплового обьекта (пекарной камери) и 
сформулирован критерий оптимальности наблюдения и управлення. Изложена последовательность 
математических преобразований и замеи, чтобьі цутйм решсния оптимизационной задачи наконец 
получить вьфажения оптимального оценивания (наблюдателя) и управляющего действия (регулятора) в 
условиях неполного или неточного измерения координат состояния обьекта в виде матрицьі обратной 
связи и матрицьі козффициентов модели наблюдений координат состояния обьекта. Изложенное должно 
облегчить применение в пищевой промьішленности метода минимаксного подхода для пракгнческого 
решения оптимизадионньїх задач оценивания и управлення восстановленньїми значеннями параметров 
состояний. 
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Вступ. При розгляді оптимізаційних задач керування більшість величин 
(координат стану об'єкта) недоступні для безпосереднього, повного і (або) точного 
вимірювання, а лише для спостереження або відновлення, причому ці оцінки 
отримуються також з певними похибками. 

Мета та постановка проблеми. Необхідно розглянути задачу мінімаксного 
спостереження за наявності похибок вимірювання у відповідних вимірювальних 
каналах (або за умови неповних і неточних вимірювань вектора стану об'єкта), а потім і 
керування за відновленими значеннями (оцінками) координат стану об'єкта. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо матричну модель лінійного 
теплового об'єкта керування (наприклад, пекарної камери) [1]: 

\Щ = А(і)х(і)+В(і)и(() + К(от 
(1) 

де А(()~ матриця коефіцієнтів вектора х{і) стану об'єкта; 
В(1) - матриця коефіцієнтів при керуванні и{і)\ 
К(() - матриця коефіцієнтів вектора/} (/) похибок вимірювань стану об'єкта; 
£ - матриця, що визначає, які з координат вектора стану х((0) є збуреними в 

початковий момент (0 . 
При цьому спостереження описується співвідношенням: 

у(0 = С(0х«)+М(0/2(0, (2) 

де С(0 - матриця, яка визначає елементи вектора стану об'єкта х(і), які 
вимірюються з похибками (неповно, неточно); /2(і) - вектор похибок спостережень; 
М(і) - матриця коефіцієнтів при складових вектора/2(() похибок спостережень [2]. 

Відносно збурювальних чинників / , , / 2 і початкових умов х° припустимо, що 
вони обмежені областю у вигляді гіпереліпсоїда [3]: 

(Я' 0 , / ) = ( т ) ? ( т ) / ( # < Л-(г)}, (3) 

де Р(і) - додатно визначені симетричні вагові матриці з відомими коефіцієнтами; 
Х(і) - відома скалярна функція, що визначає об'єм і динаміку змінювання 

розміру еліпсоїда. 
Критерій (функціонал) оггшмальності для математичної моделі (1) при 

спостереженнях (2) може мати наступний вигляд: 

т=тт{()нс тт)+Аткт), (4) 

де Н(і),0(і),У- відомі додатно визначені симетричні вагові матриці [4]; 

Нс (0 = Тт Н(1)Т, У = Тт УТ. г(0 - Щі)\ => г(г) = Т~Хг{і) = Т г(г). 
Як і у випадку повного і точного вимірювання, елементи вагових матриць 

Н(і),0{і),У визначають «вагу» відповідної складової у критерії якості (4). 
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Оптимальне керування для даного випадку визначається як: 

и(/) = Я(0х(0 + Є ( ' Ж 0 > (5) 

де А'(7) - матриця зворотного зв'язку (матриця підсилення); 
(2(і) - шукана матриця коефіцієнтів при спостереженнях у(і); 
у(/) - спостереження вимірюваних координат стану об'єкта х{(); 
х(і) - оцінки координат стану об'єкта х(і), отримані на виході фільтра Калмана-

Бюсі: 

Ш = Г{і)х(!) + 0(і)у(!\ ( 6 ) 

*(/„) = 0, 

де Р(і),0(і)~ невідомі шукані матриці, що визначають структуру мінімаксного 
фільтра [5]. 

Оптимальне керування (5) повинно задовольняти умову мінімізації наступного 
критерію: 

7Ди)= зир Іс(и), (7) 

де Іс(и) - критерій (функціонал) якості, який визначається (4). 
Основну задачу мінімаксної оптимізації можна представити так: 

У » - » т і п . (8) 
и 

Підставимо у (5) співвідношення (2): 

и(і) = ЩШ + £(>)С(0*(0 + <2№Шг (0. (9) 

Повторимо останню операцію і для першого рівняння (6): 

^ = Р(()х(і) + С(()С(1)Х({) + 0(1)М(і)/2 (І) (10) 
сії 

Отримане співвідношення (9) підставимо у перше рівняння (1). 

Ці) = А(1)х(і) + В(Ш)С(і)т + В(1)Щ)х(і) + ВД/, (0 + В{Ш)М(()/2 (І) (11) 

Покладемо у (5) 2 = 0, тоді оптимальне керування буде таким: 

и{і) = Щ)х(і) (12) 

Враховуючи (12), можна сформувати наступну систему: 
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ск(і) 
А 

Ш 

=а{і)х{і)+втиш+тло, 

=тт+с(ос(/)х(о+с,(і)м(і)/м 

(13) 

Використовуючи позначення, що випливають з поняття блочної матриці 
(квадратної матриці, кожний елемент якої є квадратною підматрицею меншої, кратної 
розмірності) систему (13) можна переписати так: 

МО = А(і)х(і)+В(і)/(1), а 
2(10) = ЇХ°. 

Розглянемо матрицю 

7*"' = 
Е : 0 

Е і -Е 
= Г (Т-Т~1 =Т~*-Т = Е) 

і перетворимо (14) з врахуванням (15): 

ш 
г(10) = їх0-, 

^р-=ГА(ОтМо+тв(і)М, 

г(і0) = ТІх°. 

(14) 

(15) 

(16) 

Позначимо Ас(/) = ТА(1)Т , Вс{і)~ТВ(і), ЬС-ТЬ , тоді отримаємо систему: 

де 

Ае(г) =ГА(0Т -і 

^ = АсМ0+Вс(0/(0, а( 
г(*о) = Ьсх°, 

А{() + В(і)Щі) 

А(і)-о{і)с{і)+в{і)т-т 

Е : 0 

Е і -Е 
Ь=ТЬ 

ь ь 

0 ь 

-В№(') 

-в№(*)+т 

(17) 

(18) 

(20) 

або покомпонентно: 
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(ІХ{1) 
<ІІ 

= ( А ( о + в ( о т м о - т т * ( о + ( о , 

^ = ( д о - с ( о с ( о + в ( о т - т ш + ( т - т т т + ( о - ( 2 о 
ш 

-О(0М(0/ 2 (0-

Друге рівняння системи (21) описує динаміку похибки оцінювання стану 
системи. Похибка оцінювання е(і) не залежить від стану системи х(і), а лише від завад 

/ і (0 і / 2 (0- Якщо завади відсутні, тобто, то похибка оцінювання е(?) повинна 
дорівнювати 0, що можливо лише за умови: 

А(і) - 0(і)С(і) + Д(0Д(0 " ^(0 = 0> 

звідки, перенісши -Г(і) в праву частину рівняння, матимемо: 

Г(І) = А(1)-0(І)С(І) + В№(*)-

Підстановка (23) у (18) дає: 

(22) 

(23) 

4 ( 0 = 
А(1) + В(1)К(1) -В(іЩ() ' 

0 А(і)_С(1)С(1\ 
(24) 

З нерівності Коші-Шварца можна отримати наступне рівняння: 

зир {а(1),Щ2 = ^ р (аг(1)г(і))2 = X2 (0(5(0 я(0,«(0) = 
(дг \/)<=5ад (25) 

= Х2(і)аТ 8(1)а(і\ Уа(0, 

де 8(1) задовольняє рівняння: 

1 
^ р - = 4(05(0 + 8(1)АТ

С(1) + ВС(1)Р-\1)ВТ
С(1\ 

ш 

{8(і0) = ЬЛ1Ц:-

Знайдемо тепер супремум: 

(26) 

зир [ г
г ( ї ) # в ( г ) г ( 0 ] < Х2(() ( г т ^ г < х2(0 іг[8(і)НЖ (27) 
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У виразі (27) сума = Щ і ) є не що інше, як спектральний розклад 
; '=І 

матриці Нс(і). Застосуємо (27) для перетворення (7) з врахуванням (4): 

7с(и)= вир Іс{и)= зир 
л 

1гт(і)Нс(і)г(і)Ж+гг(Т)Ус г(Т) 
І9* 

г 

< І* ш р Гг г ( / )ЯД/)г(0ІЛ+ 5ир \гт (Т)УС г(Г)1< 

т 
< ІЛ\ттНс(№ + Л2(Т)іг[8(Т)Ус]. 

(28) 

ШІ0М0) 

і тоді (28) набуває вигляду: 

Ус(и)І Іс(Л(0,О(0Х (29) 

Для врахування похибок оцінювання стану системи до складу (29) 
введемо в розгляд функціонал вигляду: 

Л ( * ) = зир ІЄ(Х), (ЗО) 

Де 

т ^ 

= (зі) 

де Щ.(ґ)= Т Ш(і)Т, а \¥(і)=}¥ (/)> 0 - додатно визначена симетрична 
матриця. 

Після підстановки (31) в (30): 

^е(x)= зир Іе(х)= зир ]гг(е)іГс(()г№</г1 Л ( г ) г г г [ 5 ( г ) і ^ ( г ) ] ^ . (32) 

Тоді узагальнений критерій можна представити як суму (29) і (32): 

Ь Я і ,в і = І С К І ,0 і Я ( ,0 ( = 
т 

=/[X2 І ф і Н( і +1¥е і ]]л + Хг(Г)/г[5(Г)Р;) (33) 
ь 

Таким чином, приходимо до задачі: 
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ЦЯ(!\0(і))-> тіл 
т о ю 

(34) 

за умови (26). 
Для розв'язання цієї задачі застосуємо матричний принцип максимуму 

Понтрягіна і формуємо функцію Гамільтона: 

(35) пт<ко, м м о ) = - х 2 ( / м т ш о + к т + 

влор'Човїт 
де \\і(1) = \\іТ (0 - спряжена матриця.Матриці К(і), 0(1) знаходяться з умови 

максимізації функції Гамільтона (35): 

К(0,С(0 Пт,С(0,тЖ0)~* тах Л(/),О(0 
(36) 

Перетворення рівняння для 8(1) системи (26) з врахуванням сформованої функції 
Гамільтона дає такий кінцевий вигляд системі 

= А( 08(0 + 8(0АГ(0 - 8(0Сг(0Р2(0С(0$(0 + К(0Р{\0КТ(0, (37) 

8(і0) = ЬР0Чг. 

Таким чином, на основі векгорно-матричних перетворень і з врахуванням заміни 
ці(0 —> — ц/(/) врешті одержана матриця керування (зворотного зв'язку або матриця 
підсилення) в оптимальному керуванні (12); 

К(0 = -А'2(0О~\0Вт( 

С(І) = 5(І)Ст(І)Р2(І\ 

(38) 

(39) 

де Х(0 - відома скалярна функція; 
0(0 - відома додатно визначена симетрична вагова матриця критерію 

оптимальності (4); 
В(0 - матриця коефіцієнтів при керуванні в математичної моделі (1); 
С(0 - матриця коефіцієнтів моделі спостережень координат стану об'єкта (2); 
О(0- одна з шуканих матриць фільтру (6), яка визначає його структуру; 
Р2(0~ додатно визначена симетрична вагова матриця з відомими коефіцієнтами 

в області допустимих збурень; 
8(0- матриця, яка задовольняє матричне рівняння (37); 
у (0~ спряжена матриця, яка задовольняє наступне матричне рівняння: 

^ = - А т ( і № 0 - т А ( 0 + г 2 Ш 0 В № ~ \ 0 В г Ш 0 - ^( ' )Я(0; 
ж 

[ч(Т)=-К2(Т)У, 

(40) 
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де Н((),У - відомі додатно визначені симетричні вагові матриці критерію 
оптимальності (4); 

Після підстановки (39) і (40) у (23) шукана матриця Р(ї) фільтра (6), яка 
визначає його структуру виглядає так: 

Г{і) = А(і)-0{і)С{і) + В(і)т = 
= Аіі) - 8(і)Ст(і)Р2 (0С(/) - Х \і)В(і)0-\і)Вт{і)Ч,(і), (41) 

де А(1)~ матриця коефіцієнтів математичної моделі (1); 
При цьому мінімальне значення Ьс(В.(і),С(і)) нерівності (29) визначається як: 

т 
= + 42) 

V 
Оскільки регулятор (12) побудовано у вигляді оцінки від стану, то похибка 

оцінювання мінімаксного фільтра (6) визначається за наступною формулою: 

т 
5(х0) = \\2(І)іг[8(Г)ЩІ)]Л , (43) 

<о 

де Щі)= Жг(/)> 0 - додатно визначена симетрична матриця в критерії / (х) 
(32). 

Висновки: Розглянуто сучасний .. принцип оптимального оцінювання 
(спостереження) на основі мінімаксного підходу в багатовимірних лінійних об'єктах 
керування, описуваних у просторі стану при неточних або неповних його 
вимірюваннях та наступного керування відновленими значеннями (оцінками) 
координат стану об'єкта на основі його математичного опису та сформульованого 
квадратичного критерію оптимальності. Наведена детальна послідовність здійснення 
мінімаксного підходу, що має полегшити його практичне застосування в харчовій 
промисловості. Визначена похибка спостереження (відновлення) мінімаксного фільтра. 
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Вогіз Сопсі їагепко 
Маііопаї Шіуегзііу о/ Роой ТескпоІо%іе$ 
Ь а ш а УіЬгоуа 
Кїгоуо%гш1 Маііопаї ТесНпісаІ Ппіуегзіїу 
8упіЬе8І» оГ о р і і т а ї т і п і т а х е з і і т а ї і о п апсі сопігої оГ Ііпеаг ти і і і с і і тепмопа ї оі^есіз іп іпассигаїе апсі 
сопсііііош оГ ш с а х и г е т с п і 

ТЬе ргоЬІеш оГ тіпіпшх евіітаїіоп апсі сопігої оґ Ііпеаг шиїпчіітепзіоїші оіуесіз іп Ше рагі-ііте апсі 
(ог) поп-ргесІ5Іоп соогсііпаїе теазигіпд «оте оґіїв зіаіе. 8еІ оиі Ше паїиге ап<18е^иепсе оґвисЬ ап арргоасЬ. 

ТІїе ргоЬІеш оГ вупіііезів оґ оріітаї тіпіпшх екіііпаїіоп апсі тапа§етепІ оГ гесоуегу уаіиев іп Иіе 
кресійед оЬіесІ. 8ее таїгіх таїтосіеі Іетрегаїиге Йіеппаї оіуєсі (Ьакіп£ сЬатЬег) апсі сгіїегіа ґог оріітаї 
топііогіп£ апсі тапазетепі. ОехсгіЬесІ Ше $ес]иепсе оГ таїїіетаїісаі Ігащґолпаїіопх апсі геріасетепіх іЬаї Ьу 
5оК'іп§ Ціе оріітігаїіоп ргоЬІет № Гіпаїїу §еІ Ше оріітаї, езіітаїіоп оГ ехрге88Іоп (Иіе оЬхегуег) апсі Іііе 
сопігої асііоп (сопІгоИег) іп ап іпсотріеіе ог іпассигаїе теа$игетепІ оГ Ше соогсііпаїез оґ іЬе оіуесі 8ІаІе іп 
іііе ґогт оґа таїгіх оґ ґеесІЬаск апсі оЬзегуаііопз оґ іЬе соеЯісіепІ таїгіх тосісі соогсііпаїев оґ іЬс окуесі кіаіе. 

Зіаіей Ігауе ю ґасіїііаіе Ше арріісаііоп оґ Иіе тейюсі тіпітах арргоасЬ ґог ргасіісаі зоїиііопз 
оріітігаїіопаї езіітаїіоп ргоЬІеїш апсі гесоуегу тапазетепі рагатеїег уаіиез оґ віаіез іп іЬе Гоосі іпсіизігу. 
ор і і т і га ї іоп ргоЬІеїш, Ііпеаг ( Іупат іса і $у$1ет, т і п і т а х е$( ітаІ іоп , М і п і т а х сопігої т а ї Ь е т а ї і с а І 
тосіеі , ти і і іс і ітепз іопаї оЬіес! т а п а ^ е т е п і ас1ті$8ІЬІе реПигЬа1іоп$, циасігаїіс о р і і т а ї і і у сгіїегіоп, 
т а ї г і х (ІіНегепІіаІіоп, т а ї г і х т а х і т и т ргіпсіріе оґ Н а т і ї ї о п 
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