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Abstract. The studies on the theory of deformation and short-time damageability of 
physically nonlinear homogeneous and composite materials are systemized. The single mi-
crodamage is modeled by the formation of the empty quasi-spherical pore instead the mi-
crovolume, which is damaged owing to the Huber-Mises criterion. The equation of porosity 
balance is formulated, which together with the equations of link between macrostresses and 
macrostrains forms the closed system. A dependence of damageability on macrostrains and 
the diagram of macrodeformation of homogeneous and composite materials is investigated. 
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Введение. 
Многие однородные и композитные материалы при увеличении нагрузки прояв-

ляют нелинейный характер зависимостей между макронапряжениями и макродефор-
мациями. Это может быть обусловлено физической нелинейностью деформирования 
компонентов [14], а также образованием рассеянных микроповреждений [33], прояв-
ляющихся в виде возникновения микротрещин или микропор в местах разрушенных 
микрообъемов [55, 56, 66]. Первый вид нелинейности является типичным для компо-
зитов на основе пластической металлической матрицы, а также на основе полимеров 
при повышенных температурах. Второй вид нелинейности характерен для материалов 
с хрупкими компонентами, таких как полимерные композиты при низких температу-
рах, композиты с углеродным связующим, керамические композиты и т.п. В действи-
тельности оба вида нелинейности проявляются одновременно, поэтому представляет 
интерес исследование связанных процессов физически нелинейного деформирования 
и повреждаемости однородных и композитных материалов. 

Прогнозирование эффективных деформативных свойств композитных материа-
лов, компоненты которых следуют закону нелинейной связи между напряжениями и 
деформациями, связано с решением физически нелинейной задачи упругости для 
микронеоднородного тела, трудности которого существенно возрастают по сравне-
нию с линейной задачей, особенно для регулярных структур [6]. В случае стохастиче-
ской структуры использование свойства эргодичности [36, 37, 49] позволяет заменить 
усреднение окончательного решения по макрообъему предварительным статистиче-
ским усреднением в одной точке, что существенно упрощает постановку задачи и ее 
решение. Сингулярное [49] или одноточечное [36] приближение позволяют исследо-
вать нелинейную задачу только для композитных материалов с квазисферическими 
структурными элементами или армированных однонаправленными бесконечными 
волокнами. Применение метода условных моментов [37] дает возможность привести 
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задачу об эффективных свойствах физически нелинейных композитных материалов с 
произвольной формой структурных элементов к системе нелинейных алгебраических 
уравнений относительно средних по компонентам деформаций. Это позволило иссле-
довать нелинейные деформативные свойства дисперсно-упрочненных материалов [43] 
на основе мягкой металлической или полимерной матрицы и твердых частиц квази-
сферической формы. 

Повреждаемость материала, проявляющаяся в виде образования рассеянных сто-
хастически расположенных микроразрушений, может быть кратковременной [55, 56], 
происходящей мгновенно при нагружении, а также длительной [57], происходящей 
как накопление микроразрушений в течение некоторого времени. Реальная повреж-
даемость материала в общем случае является комбинированной, т.е. кратковременная 
повреждаемость дополняется длительной с течением времени. 

Известные математические модели повреждаемости материала можно разделить на 
три направления. Первое направление исходит из микронеоднородности деформативно-
прочностных свойств материала, что приводит при нагружении к образованию рассеян-
ных микроразрушений, моделируемых системой микротрещин или микропор [3, 7, 13, 
17, 19, 20, 27 – 34, 40 – 46, 50, 51, 55 – 87]. Уравнения повреждаемости здесь строятся на 
основе теории деформирования структурно-неоднородных сред и определенных крите-
риев разрушения микрообъемов материала. В основе второго направления лежит фор-
мальное представление о параметре поврежденности, как некоторой меры нарушения 
сплошности материала без указания ее физического смысла, и постулирование для него 
эволюционного уравнения в виде зависимости скорости образования повреждений от 
действующих напряжений [1, 8 – 10, 15, 16, 25, 26]. Третье направление предполагает, 
что поврежденность описывается не структурными параметрами, а термодинамически-
ми, дающими свой вклад, наряду с напряжениями и деформациями, в законы термоди-
намики. На этой основе формально записываются зависимости между напряжениями, 
деформациями и параметрами поврежденности [2, 5, 18, 23, 24, 52, 53]. 

Очевидно, что неформальное первое направление является наиболее адекватным 
моделированием реальных процессов повреждаемости материала. Исходя из стохас-
тической неоднородности микропрочности, свойственной реальным материалам и 
описываемой вероятностными распределениями, можно объяснить процесс и постро-
ить модель как кратковременной (мгновенной) повреждаемости [55, 56], проявляю-
щейся в момент приложения нагрузки, так и длительной, представляющей собой про-
цесс накопления микроразрушений во времени после приложения нагрузки [57]. 

Математическая теория связанных процессов деформирования и кратковремен-
ной повреждаемости материала основана на моделировании разрушенных микрообъ-
емов системой микропор (пустых или заполненных частицами разрушенного мате-
риала) и описании микродеформирования и эффективных упругих свойств пористого 
материала методами стохастических уравнений теории упругости. Разрушение мик-
рообъема определяется критерием Губера – Мизеса или Шлейхера – Надаи, где пре-
дел микропрочности является случайной функцией координат с определенным зако-
ном статистически однородного одноточечного распределения, удовлетворяющего 
свойству эргодичности. Это позволяет сформулировать уравнение баланса микропо-
вреждений, моделируемых пористостью, которое совместно с уравнениями состояния 
и эффективных модулей описывают связанные процессы деформирования и повреж-
даемости как при линейном, так и при физически нелинейном законе упругости. 

Настоящая работа посвящена систематизации исследований по теории деформирова-
ния и кратковременной повреждаемости физически нелинейных композитных материа-
лов стохастической структуры. В основу положены работы, выполненные в Институте 
механики им. С.П.Тимошенко НАН Украины на протяжении 1998 – 2006 годов. 

§1. Однородный материал. 
Рассмотрим физически нелинейное деформирование изотропного материала, опи-

сываемое зависимостью модуля сдвига   от деформаций, которое сопровождается 
микроповреждаемостью в процессе нагружения. Микроповреждаемость материала 
будем моделировать образованием системы стохастически расположенных квазисфе-
рических микропор, возникающих в тех микрообъемах, где напряжения превосходят 
предельные значения микропрочности. 
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Зависимости между макронапряжениями и макродеформациями описываются 
формулой  

( 2 3 ) 2 ,ij pp ij ijK                                           (1.1) 

где эффективные модули объемного сжатия *K  и сдвига *  будут функциями порис-

тости p  и макродеформаций ij  . 
Определение эффективных модулей упругости пористого физически нелинейного 

материала сводится к итерационному алгоритму [39]. Эффективные модули объемного 
сжатия *( )nK  и сдвига *( )n  в n -ом приближении определяются формулами  
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здесь ,ij ijV D   – объемная и девиаторная составляющие единичного тензора ijI  , т.е. 

; 1 3 ; 1 2 ( 2 3 ) .ij ij ij ij ij ij j j i j ijI V D V D                            (1.4) 

Эффективные модули при заданных макродеформациях ij   определяются как 
предельные значения итерационного процесса 
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                                           (1.5) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором 
микрообъеме неповрежденной части материала примем критерий прочности Губера – 
Мизеса [15] 

1 ,I k                                                              (1.6) 

где 1 1 1 1 2( )ij ijI         – второй инвариант девиатора тензора средних напряже-

ний 1
ij    по неповрежденной части материала; k – предел микропрочности, являю-

щийся случайной функцией координат.  

Так как средние по неповрежденной части материала напряжения 1
ij    связаны 

с макронапряжениями ij   зависимостями [33] 
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то из (1.6) получаем критерий прочности в пространстве макронапряжений 
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где 1 2( )ij ijI         – второй инвариант девиатора тензора макронапряжений. 
Если заданы макродеформации, то, согласно (1.1), (1.8), критерий прочности в 

пространстве макродеформаций принимает вид 
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где 1 2( )ij ijI         – второй инвариант девиатора тензора макродеформаций.  
Простейшим заданием одноточечной функции распределения ( )F k  предела мик-

ропрочности k  неповрежденной части материала является степенной закон на неко-
тором отрезке 
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а также распределение Вейбулла 
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где 0k  – минимальное значение предела микропрочности; 1 , ,k m n – детерминирован-
ные постоянные, описывающие конкретный характер функции распределения, кото-
рые определяются путем аппроксимации экспериментальных кривых по разбросу 
микропрочности или диаграмм деформирования. 

Случайное поле предела микропрочности k  является статистически однородным 
для реальных материалов. При этом его масштаб корреляции, а также размеры еди-
ничных микроповреждений и расстояния между ними принимаем пренебрежимо ма-
лыми по сравнению с макрообъемом материала. Тогда случайное поле k  и распреде-
ление микронапряжений в материале при однородном нагружении удовлетворяют 
свойству эргодичности, а функция распределения ( )F k  определяет относительное со-
держание материала неразрушенной  части, в котором предел прочности меньше со-
ответствующего значения k . Поэтому при ненулевых напряжениях 1

ij   функция 
1( )F I  согласно (1.6), (1.10), (1.11) определяет относительное содержание разрушен-

ных микрообъемов скелета. Так как разрушенные микрообъемы моделируются пора-
ми, то, обозначая начальную пористость 0p , можем записать уравнение баланса раз-
рушенных микрообъемов или пористости [55] 

1
0 0(1 ) ( ).p p p F I                                                (1.12) 

Если заданы однородные макронапряжения ij  , то, согласно (1.8), уравнение 
баланса пористости (1.12) имеет вид 
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При заданных макродеформациях ij   приходим, согласно (1.9), к уравнению 
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Таким образом, при заданных макронапряжениях микроповреждаемость материала, 
как следует из (1.13), не зависит от упругих свойств материала, включая и физичес-
кую нелинейность. При заданных макродеформациях микроповрежденность опреде-
ляется более сложным уравнением (1.14), которое содержит эффективный модуль 
сдвига * , зависящий от пористости и макродеформаций ij  . 

Уравнения (1.1), (1.14) образуют замкнутую систему, описывающую совместные 
процессы статистически однородного физически нелинейного деформирования и по-
вреждаемости материала. Физическая нелинейность влияет на образование пористос-
ти материала при деформировании, изменение пористости в процессе деформирова-
ния влияет на кривую деформирования. Поэтому результирующая диаграмма дефор-
мирования обусловлена физической нелинейностью материала и нелинейностью, воз-
никающей в результате роста пористости при физически нелинейном деформировании. 

Решение задачи о совместном физически нелинейном деформировании и повреж-
даемости материала при заданных макродеформациях сводится к совместному реше-
нию задачи об эффективных модулях упругости пористого материала, зависящих от 
макродеформаций, согласно итерационному алгоритму (1.2) – (1.4), и определению 
пористости из уравнения (1.14), что осуществляется также определенным итерацион-
ным методом. Представим уравнение (1.14) для n -го шага итерационного процесса 
(1.2) – (1.4) в виде 
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Тогда определение корня p  уравнения (1.15) на m -ом шаге некоторого итерационно-
го процесса можно представить формулой 

( , ) ( ) ( 1)( ),m n n mp Af p                                                (1.16) 

где A  – определенный оператор, действующий на функцию ( ) ( )nf p . Искомый ко-
рень определяется как предельное значение 
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                                                  (1.17) 

Соотношения (1.1), (1.5), (1.17) дают решение поставленной задачи, т.е. для заданного 
физически нелинейного материала они определяют диаграммы макродеформирования 
(зависимости ij   от ij  ) и микроповрежденности (зависимости p  от ij  ). 

В качестве конкретной задачи исследуем совместные процессы нелинейного де-
формирования и микроповреждаемости материала, объемные деформации которого 
являются линейными, а сдвиговые деформации описываются диаграммой линейного 
упрочнения, т.е. в микрообъеме имеют место соотношения 

; 2 ( ) .rr rr ij ijK J                                                (1.18) 

Здесь модуль объемного сжатия K  не зависит от деформаций, а модуль сдвига ( )J  
описывается функцией 

0

0

0

, ;

( )
1 , ,

2

T k

J T T k
J



 



   

     
  

                                 (1.19) 
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причем 
1 2 1 2

2( ) ; ( ) ; 2 3,ij ij ij ij TJ T k                                       (1.20) 

где ,ij ij    – девиаторы соответственно тензоров деформаций и напряжений; 2T – 
предел текучести на растяжение, который принимаем независящим от координат; 

0 ,   – постоянные материала. 
Алгоритм определения корня p  уравнения (1.15) будем строить на основе метода 

секущих [4]. Так как корень p  находится в интервале 0[ , 1]p , что следует из неравенств 

( ) ( )
0( ) 0; (1) 0,n nf p f                                              (1.21) 

то, согласно методу секущих, нулевое приближение корня (0, )np  определяется фор-
мулой 

(0) ( ) (0) (0) ( ) (0)
(0, )

( ) (0) ( ) (0)

( ) ( ) ,
( ) ( )

n n
n

n n

a f b b f ap
f b f a





                                    (1.22) 

где (0) (0)
0 , 1.a p b   

Последующие приближения метода секущих определяются итерационным про-
цессом 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( 1, ) ( 1, )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ;
( ) ( )

m n m m n m
m n n m n m n

n m n m

a f b b f ap Af p p
f b f a

  
 


           (1.23) 

( ) ( 1) ( ) ( 1, ),m m m m na a b p       при    ( ) ( 1) ( ) ( 1, )( ) ( ) 0;n m n m nf a f p    

( ) ( 1, ) ( ) ( 1),m m n m ma p b b      при    ( ) ( 1) ( ) ( 1, )( ) ( ) 0n m n m nf a f p    

( 1, 2, ...)m  , 

который продолжается до выполнения условия 

( ) ( ,( ) ,n m nf p                                                    (1.24) 

где   – точность вычисления корня. 
На основе изложенной теории исследованы совместные процессы нелинейного 

деформирования и микроповреждаемости однородного материала, имеющего диа-
грамму линейного упрочнения (1.18), (1.19) с постоянными [12] 

3,33K  ГПа,  0 1,11  ГПа,  0,331   ГПа                           (1.25) 

и пределами пропорциональности и минимальной микропрочности 0 3 2p k   на 
растяжение  

0 0,003  Гпа ;  0,011p  Гпа ;                                     (1.26) 

0 0,007p   Гпа ;                                               (1.27) 

0 0,015  Гпа ;  0,003p  ГПа                                    (1.28) 

при заданных макропараметрах 

11 22 330; 0.                                               (1.29) 
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На рис. 1.1 – 1.3 соответственно при 
пределах пропорциональности и мини-
мальной микропрочности на растяжение 
(1.26) – (1.28) сплошными линиями изо-
бражены кривые зависимостей пористос- 
ти материала p  от макродеформации 

11   для линейно упрочняющегося 
материала. На этих же графиках для 
сравнения штриховыми линиями приве-
дены зависимости p  от 11   для ли-
нейного материала. Как видим, физиче-
ская нелинейность деформирования мате-
риала оказывает существенное влияние на 
его микроразрушение, особенно при 

0p  , т.е. когда предел пропорцио-
нальности меньше предела минимальной 
микропрочности. Графики показывают, 
что для линейно упрочняющегося мате-
риала при 0p   микроразрушения на-
чинаются при более высоких макроде-
формациях, чем для линейного. При 

0p   микроразрушения в физически 
нелинейном и линейном материалах на-
чинаются при одинаковых макродефор-
мациях, однако в линейном материале в 
пределах 034,0006,0 11    микро- 
разрушения происходят более интенсивно 
(фиксированным значениям макродефор-
мации соответствуют более высокие зна-
чения пористости). 

На рис. 1.4 – 1.6 соответственно при 
пределах пропорциональности и мини-
мальной микропрочности на растяжение 
(1.26) – (1.28) сплошными линиями изо-
бражены кривые зависимостей макрона-

пряжения   11  от макродеформации 11   для линейно упрочняющегося ма-
териала при микроразрушениях. На этих же графиках для сравнения штриховыми 
линиями  приведены зависимости   11  от 11   при микроразрушениях для 

 
Рис. 1.1 

 
Рис. 1.2 

 
Рис. 1.3 

 
Рис. 1.4 

 
Рис. 1.5 
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линейного материала (штриховые линии) 
и линейно упрочняющегося материала 
без микроразрушений (линии, состоящие 
из коротких штрихов). Как видим, физи-
ческая нелинейность материала оказывает 
существенное влияние на характер диа-
грамм деформирования, особенно при 

0p  . Для линейного материала при 
микроразрушениях диаграмма деформи- 
рования состоит из двух участков – ли-
нейного и нелинейного. При деформировании линейно упрочняющегося материала без 
микроразрушений диаграмма состоит из двух линейных участков. Для линейно упроч-
няющегося материала при микроразрушениях диаграмма деформирования состоит из 
трех участков – двух линейных и нелинейного. Сравнение результатов для линейного 
и нелинейного материалов, подверженных микроразрушениям, показывает, что для 
линейно упрочняющегося материала в преде- 
лах 110,006 0,018     заданным значениям макродеформаций будут соответство-
вать меньшие значения макронапряжений по сравнению с линейным материалом. 

§2. Зернистый материал. 
Рассмотрим физически нелинейное деформирование зернистого композита, опи-

сываемое зависимостью модуля сдвига  ( 1, 2)   компонентов от деформаций, ко- 
торое сопровождается микроповреждаемостью компонентов в процессе нагружения. 
Микроповреждаемость компонентов будем моделировать образованием системы сто-
хастически расположенных квазисферических микропор, возникающих в тех микро-
объемах, где напряжения превосходят предельные значения микропрочности. Пусть 
включения и матрица материала имеют пористость соответственно 1p  и 2p . Обозна-
чим модули объемного сжатия и сдвига материалов каркасов включений и матрицы 
соответственно 1 1,K   и 2 2,K  , а объемные содержания пористых включений и по-
ристой матрицы соответственно 1 2,c c . Тогда зависимости между макронапряжениями 

ij   и макродеформациями ij   можно представить в виде (1.1), причем эффек-

тивные модули объемного сжатия *K  и сдвига *  будут функциями пористостей 
компонентов 1 2,p p  и макродеформаций ij  . 

Определение эффективных модулей упругости физически нелинейного зернисто-
го композита с пористыми компонентами сводится к следующему итерационному 
алгоритму. Эффективные модули объемного сжатия *( )nK  и сдвига *( )n  в n -ом при-

ближении определяются через соответствующие модули включений ( ) ( )
1 1,n n

p pK   и мат-

рицы ( ) ( )
2 2,n n

p pK   в n -ом приближении формулами [11, 36, 37, 39] 
2

1 2*( )
1 1 2 2 1 2 ( )

1 2 2 1

( )
;p pn

p p n
p p c

K K
K c K c K c c

c K c K n


  
 

 

( ) ( ) 2
1 2*( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2 ( ) ( ) ( )
1 2 2 1

( )
,

n n
p pn n n

p p n n n
p p c

c c c c
c c m

 
  

 


  

 
                          (2.1) 

где 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

(9 8 )4 ; ,
3 6( 2 )

n n
n n n c c c

c c c n
c c

K
n m

K
 





 


                                   (2.2) 

причем 

1 1 2 2 ;c p pK c K c K    ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 ,n n n

c p pc c                                    (2.3) 

 
Рис. 1.6 
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если жесткость пористой матрицы больше жесткости пористых включений, и 

1 2

1 2 2 1

;p p
c

p p

K K
K

c K c K



  

( ) ( )
1 2( )

( ) ( )
1 2 2 1

n n
p pn

c n n
p pc c
 


 




                               (2.4) 

– в противном случае. Эффективные модули пористых включений ( ) ( )
1 1,n n

p pK   и мат-

рицы ( ) ( )
2 2,n n

p pK   в n -ом приближении согласно [38, 39] определяются формулами 

1 2
( )( )

1
( )

4 ( )(1 )
;

3 4 ( )(1 )
nn

p
n

K J p
K

K p J p
   


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





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1 1 2
( ) ( )( )

1
( )

[9 8 ( )] ( )(1 )
3 (3 ) 4 ( )(2 )

n nn
p

n

K J J p
K p J p
     


    

 




 


  
   ( 1, 2),                      (2.5) 

где 1
( )nJ  – второй инвариант девиатора тензора средних деформаций по неповреж-

денной части материала включения или матрицы в n -ом приближении 1 ( ) .n
ij
    

В ( 1)n  -ом приближении эти деформации связаны со средними по компонентам де-

формациями в n -ом приближении ( )n
ij
   зависимостями 

( ) ( ) ( )
1 ( 1) ( ) ( )

1 1
( ) ( )

1 1
(1 ) 3( ) ( )

n n n
p p pn n n

ij ij rr ij
n n

K
p KJ J

    
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 
   

 


                  
 

( 1, 2).                                                            (2.6) 

Средние по компонентам деформации в n -ом приближении ( )n
ij
   определяются 

через макродеформации ij   по формулам [11, 36, 37, 39] 
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c K K

 


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 

  
      

   
  

  (2.7) 

Эффективные модули при заданных макродеформациях ij   определяются как 
предельные значения итерационного процесса  

* *( ) * *( ); .lim limn n

n n
K K  

 
                                          (2.8) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором 
микрообъеме неповрежденной части материала компонентов примем критерий проч-
ности Губера – Мизеса [15] 

1I k
    ( 1, 2),                                                  (2.9) 

где 1 1 1 1 2( )ij ijI   
         – второй инвариант девиатора тензора средних напряже-

ний   1
ij  по неповрежденной части материала k -компонента; k – предел микро-

прочности компонента, являющийся случайной функцией координат. 
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Так как инвариант девиатора тензора средних напряжений по неповрежденной 
части материала компонента 1I 

  связан с инвариантом девиаторов средних деформа-

ций в компонентах 1 2( )k
ij ijI  

        зависимостями 

1 2
,

1
pI I

p
 

 






                                                   (2.10) 

а инварианты девиаторов средних деформаций в компонентах I  определяются через 

инвариант 1 2( )ij ijI         для всего композита соотношениями 

*
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 
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                                        (2.11) 

то с учетом соотношений (2.10), (2.11) критерий прочности (2.9) в пространстве мак-
родеформаций принимает вид  

*
(3 )1

1 2

2 ( )
( 1) ( 1, 2).
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 
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 

                          (2.12) 

Простейшим заданием одноточечной функции распределения ( )F k   предела мик-
ропрочности k  неповрежденной части материала компонента является степенной 
закон на некотором отрезке 
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                           (2.13) 

а также распределение Вейбулла 
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0, ;
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                           (2.14) 

где 0k  – минимальное значение предела микропрочности компонента; 1 , ,k m n    – 
детерминированные постоянные, описывающие конкретный характер функции рас-
пределения, которые определяются путем аппроксимации экспериментальных кривых 
по разбросу микропрочности или диаграмм деформирования. 

Случайное поле предела микропрочности компонента k  является статистически 
однородным для реальных материалов. При этом его масштаб корреляции, а также 
размеры единичных микроповреждений и расстояния между ними принимаем пре-
небрежимо малыми по сравнению с макрообъемом материала. Тогда случайное поле 
k  и распределение микронапряжений в материале компонента при однородном на-
гружении удовлетворяют свойству эргодичности, а функция распределения ( )F k   
определяет относительное содержание материала неразрушенной части компонента, в 
котором предел прочности меньше соответствующего значения k . Поэтому при не-

нулевых напряжениях 1
ij
   функция 1( )F I 

  , согласно (2.9), (2.13), (2.14), опреде-
ляет относительное содержание разрушенных микрообъемов скелета компонента.  
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Так как разрушенные микрообъемы моделируются порами, то, обозначая начальную 
пористость компонента 0p , можем записать уравнение баланса разрушенных микро-
объемов компонента или его пористости [55, 58, 62] 

1
0 0(1 ) ( ).p p p F I 

                                                 (2.15) 

С учетом соотношений (2.11), (2.12) уравнение баланса пористости компонента (2.9) в 
пространстве макродеформаций принимает вид  

*
(3 )1

0 0
1 2

2 ( )
(1 ) ( 1) ,

(1 )( )
p p

p p

p p p F I
c p

 
    

 

  
 


 

    
   

                  (2.16) 

где эффективный модуль сдвига *  и модули сдвига компонентов 1 2,p p   опреде-
ляются формулами (2.1) – (2.5). 

Уравнения (1.1), (2.1) – (2.7), (2.13) (или (2.14)), (2.16) образуют замкнутую систе-
му, описывающую совместные процессы статистически однородного физически не-
линейного деформирования и повреждаемости зернистого композита. Физическая 
нелинейность его компонентов влияет на образование пористости в них при дефор-
мировании, изменение пористости компонентов в процессе деформирования влияет 
на кривую деформирования композита. Поэтому результирующая диаграмма дефор-
мирования зернистого композита обусловлена физической нелинейностью материала 
его компонентов и нелинейностью, возникающей в результате роста пористости в них 
при физически нелинейном деформировании. 

Решение задачи о совместном физически нелинейном деформировании и повреж-
даемости зернистого композита при заданных макродеформациях сводится к совмест-
ному решению задачи об эффективных модулях упругости зернистого материала с 
пористыми компонентами, зависящих от макродеформаций, согласно итерационному 
алгоритму (2.1) – (2.7), и определению пористости из уравнения (2.16), что осуще-
ствляется также определенным итерационным методом. Представим уравнение (2.16) 
для n -го шага итерационного процесса (2.1) – (2.7) в виде 

( ) *( ) ( )
(3 )( ) 1

0 0 ( ) ( )
1 2

2 ( )
(1 ) ( 1) .

(1 )( )

n n n
p pn

n n
p p

f p p p F I
c p

 
     

 

  

 


 
     

   
              (2.17) 

Тогда определение корня p  уравнения (2.17) на m -ом шаге некоторого итерацион-
ного процесса можно представить формулой 

( , ) ( ) ( 1)( ),m n n mp A f p   
                                               (2.18) 

где A  – определенный оператор, действующий на функцию ( ) ( )nf p  . 
Искомый корень определяется как предельное значение 

( , )lim .m n

m
n

p p 


                                                   (2.19) 

Соотношения (1.1), (2.1) – (2.8), (2.13) (или (2.14)), (2.17), (2.19) дают решение по-
ставленной задачи, т.е. для заданного зернистого композита с физически нелинейны-
ми компонентами они определяют диаграммы макродеформирования (зависимости 

ij   от ij  ) и микроповрежденности компонентов (зависимости p  от ij  ). 
В качестве конкретной задачи исследуем нелинейное деформирование зернистого 

композита c линейно упругими включениями без повреждаемости и нелинейно де-
формирующейся матрицей с учетом ее повреждаемости, причем объемные деформа-
ции матрицы являются линейными, т.е. модуль объемного сжатия 2 2 22 3K     не 
зависит от деформаций, а девиаторные составляющие деформации описываются диа-
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граммой линейного упрочнения, т.е. девиатор напряжений 2
ij    и деформаций 

2
ij

   связаны нелинейным законом. Таким образом, имеют место соотношения 
2 2 2 2

2 2 2; 2 ( ) .rr rr ij ijK J                                               (2.20) 

Здесь модуль сдвига 2 2( )J  описывается функцией 

 
2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

, ;
( )

1 (2 ) , ,

T k
J

k J T k




  

      
                           (2.21) 

где 
2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 2 2[ ] ; [ ] ; 2 3;ij ij ij ij TJ T k                              (2.22) 

2 2,ij ij      — соответственно девиаторы средних в матрице напряжений и де-
формаций; 2T — предел текучести матрицы. 

Алгоритм определения корня 2p  уравнения (2.17) построим на основе метода се-
кущих [4]. Так как корень 2p  находится в интервале 20[ , 1]p , что следует из нера-
венств 

( ) ( )
2 20 2( ) 0; (1) 0,n nf p f                                              (2.23)  

то, согласно методу секущих, нулевое приближение корня (0, )
2

np  определяется фор-
мулой 

(0) ( ) (0) (0) ( ) (0)
(0, ) 2 2 2 2 2 2
2 ( ) (0) ( ) (0)

2 2 2 2

( ) ( )
,

( ) ( )

n n
n

n n

a f b b f a
p

f b f a





                                  (2.24)  

где (0) (0)
2 20 2, 1.a p b   Последующие приближения метода секущих определяются 

итерационным процессом 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( 1, ) 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

( ) ( )
( ) ;

( ) ( )

m n m m n m
m n n m n

n m n m

a f b b f a
p A f p

f b f a
 

 


                  (2.25)  

( ) ( 1) ( ) ( 1, )
2 2 2 2,m m m m na a b p      при   ( ) ( 1) ( ) ( 1, )

2 2 2 2( ) ( ) 0;n m n m nf a f p    

( ) ( 1, ) ( ) ( 1)
2 2 2 2,m m n m ma p b b     при   ( ) ( 1) ( ) ( 1, )

2 2 2 2( ) ( ) 0n m n m nf a f p    

( 1, 2, ...)m  , 

который продолжается до выполнения условия 
( ) ( , )

2 2( ) ,n m nf p                                                   (2.26) 

где   – точность вычисления корня. 
На основе изложенной теории исследованы совместные процессы нелинейного 

деформирования и микроповреждаемости зернистого композита при микроразруше-
ниях в матрице для распределения Вейбулла в случае заданных макропараметров 
(1.29). В этом случае согласно (1.1) макронапряжения 11   в композите связаны с 
макродеформацией 11   соотношением 
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* *

11 11* *

3 .
1 3

K
K


 


   


                                        (2.27) 

При этом в уравнении баланса пористости (2.16) принимается 

*
11

* *

32 ,
3 2( 1 3 )

KI
K




 



                                             (2.28) 

что эквивалентно выполнению условий (1.29). 
В качестве включений и матрицы были приняты соответственно линейно упругие 

зерна с характеристиками  

1 38,89K  ГПа;  1 29,17  ГПа                                     (2.29) 

и матрица, которая имеет диаграмму линейного упрочнения (2.20) – (2.22) с постоян-
ными 

2 3,33K  ГПа;  20 1,11  ГПа;  2 0,331   ГПа                        (2.30) 

и пределами текучести и минимальной микропрочности 2 20 3 2p k   на растяжение 

20 0,003  ГПа;  2 0,011p  ГПа;                                   (2.31) 

20 2 0,007p   ГПа;                                              (2.32) 

20 0,015  ГПа;  2 0,003p  ГПа.                                    (2.33) 

На рис. 2.1 – 2.3 соответственно при пределах пропорциональности и минималь-
ной микропрочности на растяжение (2.31) – (2.33) сплошными линиями изображены 
кривые зависимостей пористости матрицы 2p  от макродеформации 11   для зер-
нистого композита с линейно упрочняющейся матрицей. На этих же графиках для 

сравнения штриховыми линиями приве-
дены зависимости 2p  от 11   для зер-
нистого композита с линейной матрицей. 
Как видим, физическая нелинейность де-
формирования матрицы композитного 
материала оказывает существенное влия-
ние на ее поврежденность, особенно при 

2 20p  , т.е. когда предел пропорцио-
нальности меньше предела минимальной 
микропрочности. Графики показывают, что 
при всех значениях объемного содержания 
включений 1c  для зернистого материала с 

 
Рис. 2.2 

 
Рис. 2.1 

 
Рис. 2.3 
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линейно упрочняющейся матрицей при 2 20p   микроразрушения начинаются при 
более высоких макродеформациях, чем для материала с линейной матрицей. При 

2 20p   для всех значений объемного содержания включений 1c  микроразрушения в 
материалах с физически нелинейной и линейной матрицами начинаются при одина-
ковых макродеформациях, однако в материале с линейной матрицей на начальном 
этапе микроразрушения  происходят более интенсивно, особенно при не очень боль-
ших значениях объемного содержания включений 1( 0,5)c   (фиксированным значе-
ниям макродеформации соответствуют более высокие значения пористости).  

На рис. 2.4 – 2.6 соответствен-
но при пределах пропорционально-
сти и минимальной микропрочно-
сти на растяжение (2.31) – (2.33) 
сплошными линиями изображены 
кривые зависимостей макронапря-
жения 211    от макродефор-

мации 11   для зернистого ком-
позита с линейно упрочняющейся 
матрицей при микроразрушениях. 
На этих же графиках для сравнения 
штриховыми линиями приведены 
зависимости 211    от 11   
при микроразрушениях для зерни-
стых материалов с линейной мат-
рицей (штриховые линии) и с ли-
нейно упрочняющейся матрицей 
без микроразрушений (линии, со-
стоящие из коротких штрихов). 
Как видим, физическая нелиней-
ность матрицы материала оказыва-
ет существенное влияние на харак-
тер диаграмм деформирования для 
всех значениях объемного содер-
жания включений 1c , особенно при 

2 20p  . Для материала с линей-
ной матрицей при микроразруше-
ниях диаграмма деформирования 
состоит из двух участков – линейно-
го и нелинейного. При деформиро-
вании материала с линейно упроч-
няющейся матрицей без микрораз-
рушений диаграмма состоит из 
двух линейных участков. Для ма-
териала с линейно упрочняющейся 
матрицей при микроразрушениях 
диаграмма деформирования состо-
ит из трех участков – двух линей-
ных и нелинейного. Сравнение 
результатов для материалов с ли-
нейной и нелинейной матрицами, 
подверженными микроразрушениям, 
показывает, что для материала с 

 
Рис. 2.6 

 
Рис. 2.5 

 
Рис. 2.4 
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линейно упрочняющейся матрицей в материале достигается более высокий уровень 
макронапряжений по сравнению с материалом, имеющим линейную матрицу, осо-
бенно при значительном объемном содержании включений 1( 0,5)c  . 

§3. Слоистый материал. 
Рассмотрим физически нелинейное деформирование слоистого материала с изо-

тропными компонентами, описываемое зависимостью модулей объемного сжатия K  
и сдвига  ( 1, 2)   компонентов от деформаций, которое сопровождается микропо-
вреждаемостью компонентов в процессе нагружения. Микроповреждаемость компо-
нентов будем моделировать образованием системы стохастически расположенных 
квазисферических микропор, возникающих в тех микрообъемах, где напряжения пре-
восходят предельные значения микропрочности. Обозначим модули  объемного сжа-
тия и сдвига материала каркаса  -компонента ,K  , его пористость p , а объемное 
содержание пористого  -компонента c . Тогда зависимости между макронапряже-
ниями ij   и макродеформациями ij   можно представить в виде 

11 12 12 13 33( ) ( ) ;ij ij rr ij           
           

33 13 33 33 ;rr               3 44 32i i         ),2,1,,( rji        (3.1) 

причем эффективные модули упругости композита 11 12 13 33 44, , , ,          будут функ-
циями пористостей компонентов ( 1, 2)p    и макродеформаций ij  . 

Определение эффективных модулей упругости физически нелинейного слоистого 
композита с пористыми компонентами сводится к следующему итерационному алго-
ритму. Эффективные модули упругости композита в n -ом приближении *( ) *( )

11 12, ,n n   
*( ) *( ) *( )
13 33 44, ,n n n    определяются через соответствующие модули пористых компонен-

тов в n -ом приближении ( ) ( ), ( 1, 2)n n
p p      формулами [11, 36, 37, 39] 

1 2( ) ( ) ( ) ( )
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11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )1 4 ;
2 2 2
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p p p pn
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p p p p p p
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


 
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13 33( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1; ,
2 2 2

n
pn n

n n n n n n
p p p p p p


 

     

 

 
  

             (3.2) 

где для произвольной функции   имеет место равенство 
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 .n n n
p p pc c                                                  (3.3) 

Эффективные модули пористого  -компонента в n -ом приближении ( ) ( ), ,n n
p pK   

( ) ( ) ( ) ( )( 2 3 )n n n n
p p p pK        определяются формулами (2.5), где 1 ( )n

ij
  – средние де-

формации по неповрежденной части  -компонента в n -ом приближении. Они связа-
ны со средними по компонентам деформациями ( )n

ij
   в n -ом приближении зави-

симостями (2.6). Средние по компонентам деформации в n -ом приближении 
( )n

ij
   определяются через макродеформации ij   по формулам [11, 36, 37, 39] 
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Эффективные модули при заданных макродеформациях ij   определяются как 
предельные значения итерационного процесса 

* *( )lim .n
lm lmn
 


                                                   (3.5) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором мик-
рообъеме неповрежденной части материала компонентов примем критерий прочности 
Губера – Мизеса (2.9). Одноточечную функцию распределения ( )F k   предела микро-
прочности k  неповрежденной части материала  -компонента можно принять в виде 
степенного закона на некотором отрезке (2.13) или распределения Вейбулла (2.14). 

Исходя из тех же соображений, что и в § 2, можем записать уравнение баланса 
поврежденных микрообъемов матрицы или ее пористости [55, 59, 63] в виде (2.15), 
где средние в неразрушенной части  -компонента напряжения 1

ij
   связаны с 

макродеформациями ij   зависимостями [11, 36, 37, 39] 
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а эффективные модули  -компонента ,p p    определяются формулами (2.5). 
Уравнения (3.1), (2.5), (3.2) – (3.4), (2.13) (или (2.14)), (2.15), (3.6) образуют замк-

нутую систему, описывающую совместные процессы статистически однородного фи-
зически нелинейного деформирования и повреждаемости слоистого материала. Физи-
ческая нелинейность его компонентов влияет на образование пористости в них при 
деформировании, изменение пористости компонентов в процессе деформирования 
влияет на кривую деформирования композита. Поэтому результирующая диаграмма 
деформирования слоистого композита обусловлена физической нелинейностью мате-
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риала его компонентов и нелинейностью, возникающей в результате роста пористости 
в них при физически нелинейном деформировании. 

Решение задачи о совместном физически нелинейном деформировании и повреж-
даемости слоистого композита при заданных макродеформациях сводится к совмест-
ному решению задачи об эффективных модулях упругости слоистого материала с по-
ристыми компонентами, зависящих от макродеформаций, согласно итерационному 
алгоритму (2.5), (3.2) – (3.4), и определению пористости из уравнения (2.13) (или 
(2.14)), (2.15), (3.6), что осуществляется также определенным итерационным методом. 
На основе соотношений (3.1), (2.5), (3.2) – (3.4), (2.13) (или (2.14)), (2.15), (3.6), пред-
ставим уравнение (2.15) для n -го шага итерационного алгоритма (2.5), (3.2) – (3.4), в 
виде  

( ) 1 ( )
0 0(1 ) ( ),n k n

k k k k kf p p p F I                                       (3.7) 
где [11, 36, 37, 39] 
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  ( , , , 1, 2).i j r                        (3.9) 

При помощи метода секущих [4] построен итерационный алгоритм (2.23) – (2.26) 
для определения объемного содержания микроповреждений в компонентах и деформа-
тивных характеристик композита, т.е. для заданного слоистого композита с физически 
нелинейными компонентами соотношения (3.1), (2.5), (3.2) – (3.4), (2.13) (или (2.14)), 
(2.15), (3.6) определяют диаграммы макродеформирования (зависимости ij   от 

ij  ) и микроповрежденности компонентов (зависимости p  от ij  ). 
В качестве конкретной задачи исследуем совместные процессы нелинейного де-

формирования и микроповреждаемости слоистого композита, когда микроразрушения 
происходят в линейно упрочняющемся компоненте композита, а другой его компо-
нент деформируется линейно-упруго без микроразрушений. Предположим, что объ-
емные деформации линейно упрочняющегося компонента являются линейными, а 
девиаторные составляющие деформации описываются диаграммой линейного упроч-
нения, т.е. в его микрообъеме имеют место соотношения (2.20) – (2.22). 

Исходя из изложенной теории, исследованы совместные процессы нелинейного 
деформирования и микроповреждаемости слоистого композита при микроразрушени-
ях в связующем в случае распределения Вейбулла для различных случаев нагруже-
ния. В качестве компонентов приняты алюмоборосиликатное стекло с характерис-
тиками (2.29) и эпоксидное связующее, которое описывается законом линейного уп-
рочнения (2.20) – (2.22) с постоянными (2.30) и пределами пропорциональности и 
минимальной микропрочности 2 203 2p k   на растяжение (2.31) – (2.33). 
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В случае задания макропараметров 

11 22 330; 0                                                (3.10) 

согласно (3.1) макронапряжения 11  в композите связаны с макродеформацией 
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При этом в уравнении баланса пористости (2.16) имеют место равенства 
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В случае задания макропараметров 

33 11 220; 0                                                (3.13) 

согласно (3.1) макронапряжения 33   в композите связаны с макродеформацией 
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При этом в уравнении баланса пористости (2.16) имеют место равенства 
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На рис. 3.1, 3.2 соответственно при пределах пропорциональности и минимальной 
микропрочности на растяжение (2.31), (2.33) и макропараметрах (3.10) сплошными ли-
ниями показаны кривые зависимостей пористости связующего 2p  от макродеформации 

 

 
Рис. 3.1 

 
Рис. 3.2 

 
Рис. 3.3 

 
Рис. 3.4 
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11  , а на рис. 3.3, 3.4 соответственно при пределах (2.31) , (2.33)  и макропарамет-
рах (3.13) сплошными линиями изображены кривые зависимостей пористости свя-
зующего 2p  от макродеформации 33   для слоистого композита с линейно упроч-
няющимся связующим. На этих же графиках для сравнения штриховыми линиями приве-
дены зависимости 2p  от 11   для слоистого композита с линейным связующим. Как 
видим, при 2 20p   физическая нелинейность деформирования связующего композит-
ного материала оказывает существенное влияние на его микроповреждаемость. При 

2 20p   влияние нелинейности заметно, но не так существенно. Графики показывают, 
что при всех значениях объемного содержания наполнителя 1c  для слоистого материала с 
линейно упрочняющимся связующим при 2 20p   микроразрушения начинаются при 
более высоких макродеформациях, чем для материала с линейным связующим. При 

2 20p   для всех значений объемного содержания компонентов микроразрушения в 
материалах с физически нелинейным и линейным связующим начинаются при одина-
ковых макродеформациях, однако в материале с линейным связующим на начальном 
этапе микроразрушения  происходят более интенсивно (фиксированным значениям 
макродеформации соответствуют более высокие значения пористости). 

На рис. 3.5, 3.6 соответственно при пределах пропорциональности и минимальной 
микропрочности на растяжение (2.31) , (2.33)  и макропараметрах (3.10) сплошными 
линиями изображены кривые зависимостей макронапряжения 211    от макро-

деформации 11  , а на рис. 3.7, 3.8 соответственно при пределах (2.31) , (2.33)  и 
макропараметрах (3.13) сплошными линиями показаны кривые зависимостей макро-
напряжения 233    от макродеформации 33   для слоистого композита с 
линейно упрочняющимся связующим при микроразрушениях. На этих же графиках 
для сравнения приведены зависимости 211    от 11   и 233    от 

33   при микроразрушениях для 
слоистых материалов с линейным свя-
зующим (штриховые линии) и с ли-
нейно упрочняющимся связующим 
без микроразрушений (линии, со-
стоящие из коротких штрихов). Гра-
фики показывают, что физическая не-
линейность связующего композита ока-
зывает существенное влияние на ха-
рактер диаграмм деформирования для 
всех значений объемного содержания 
компонентов, особенно при 2 20p  . 
Для материала с линейным связующим 
при микроразрушениях диаграмма де-
формирования состоит из двух участ-
ков – линейного и нелинейного. При 
деформировании материала с линейно 
упрочняющимся связующим без мик-
роразрушений диаграмма состоит из 
двух линейных участков. Для материа-
ла с линейно упрочняющимся связую-
щим при микроразрушениях диаграмма 
деформирования состоит из трех уча-
стков – двух линейных и нелинейного. 
Сравнение результатов для материалов 

 
Рис. 3.5 

 
Рис. 3.6 
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с линейным и нелинейным связующи-
ми, подверженными микроразрушени-
ям, показывает, что для материала с 
линейно упрочняющимся связующим 
достигается более высокий уровень 
макронапряжений по сравнению с ма-
териалом, имеющим линейное свя-
зующее, особенно при 2 20p  . 

§4. Волокнистый материал. 
Рассмотрим физически нелинейное 

деформирование однонаправленного во-
локнистого материала с трансверсально-
изотропными волокнами и изотропной 
матрицей, описываемое зависимостью 
модулей объемного сжатия 2K  и сдвига 

2  матрицы от деформаций, которое 
сопровождается микроповреждаемос-
тью матрицы в процессе нагружения. 
Микроповреждаемость матрицы будем 
моделировать образованием системы 
стохастически расположенных квази-
сферических микропор, возникающих в 
тех микрообъемах, где напряжения пре-
восходят предельные значения микро-
прочности. Волокна считаем трансверсально-изотропными, направленными по нормали к 
плоскости изотропии 1 2 .x x  Обозначим модули упругости волокон 1 1 1 1

11 12 13 33, , , ,     1
44 ,  

модули объемного сжатия и сдвига материала каркаса матрицы 2 2,K  , ее пористость 

2p , а объемные содержания волокон и пористой матрицы соответственно 1c  и 2c . Тогда 
зависимости между макронапряжениями ij   и макродеформациями ij   можно 

представить в виде (3.1), причем эффективные модули упругости композита *
11,  

* * * *
12 13 33 44, , ,     будут функциями пористости матрицы 2p  и макродеформаций ij  . 

Определение эффективных модулей упругости физически нелинейного волокнис-
того композита с пористой матрицей сводится к следующему итерационному алго-
ритму. Эффективные модули упругости композита в n -ом приближении *( ) *( )
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если жесткость связующего больше жесткости волокон, и 
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                                              (4.3) 

если жесткость волокон больше жесткости связующего. 
Эффективные модули пористой матрицы в n -ом приближении ( ) ( ) ( )

2 2 2, ,n n n
p p pK    оп-

ределяются формулами (2.5) ( 2)  , где 12 ( )n
ij   – средние деформации по неповре-

жденной части матрицы в n -ом приближении. Они связаны со средними по матрице 
деформациями 2 ( )n

ij   в n -ом приближении зависимостями (2.6). Средние по мат-

рице деформации в n -ом приближении 2 ( )n
ij   определяются через макродеформа-

ции ij   по формулам [11, 36, 37, 39] 
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где 
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а эффективные коэффициенты пористой матрицы в n -ом приближении ( ) ( ) ( )
2 2 2, ,n n n

p p pK    
определяются формулами (2.5). 

Эффективные модули при заданных макродеформациях ij   определяются как 
предельные значения итерационного процесса 

* *( )lim .n
lm lmn
 


                                                    (4.6) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором мик-
рообъеме неповрежденной части материала матрицы примем критерий прочности Гу-
бера – Мизеса (2.9) ( 2)  . Одноточечную функцию распределения 2 2( )F k  предела 
микропрочности 2k  неповрежденной части материала матрицы можно принять в виде 
степенного закона на некотором отрезке (2.13) или распределения Вейбулла (2.14). 

Так как разрушенные микрообъемы моделируются порами, то можем записать 
уравнение баланса разрушенных микрообъемов матрицы или ее пористости (2.15) 
( 2)k  , где средние в неразрушенной части матрицы напряжения в n -ом приближении 

12 ( )n
ij   связаны с макродеформациями ij   зависимостями (2.6), (4.4), (4.5) и 

12 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
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2

1 2 2 .
1 3

n n n n n n
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p
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            (4.7) 

Уравнения (3.1), (2.5), (4.1) – (4.3), (2.13) (или (2.14)), (2.15), (4.4), (4.5) (4.7) обра-
зуют замкнутую систему, описывающую совместные процессы статистически одно-
родного физически нелинейного деформирования и повреждаемости волокнистого 
материала. Физическая нелинейность его компонентов влияет на образование порис-
тости в них при деформировании, изменение пористости компонентов в процессе де-
формирования влияет на кривую деформирования композита. Поэтому результирую-
щая диаграмма деформирования волокнистого композита обусловлена физической 
нелинейностью материала его компонентов и нелинейностью, возникающей в резуль-
тате роста пористости в них при физически нелинейном деформировании. 

Решение задачи о совместном физически нелинейном деформировании и повреж-
даемости волокнистого композита при заданных макродеформациях сводится к со-
вместному решению задачи об эффективных модулях упругости слоистого материала 
с пористыми компонентами, зависящих от макродеформаций, согласно итерационно-
му алгоритму (2.5), (4.1) – (4.3), и определению пористости из уравнения (2.13) (или 
(2.14)), (2.15), (4.4), (4.5) (4.7), что осуществляется также определенным итерацион-
ным методом. На основе соотношений (3.1), (2.5), (4.1) – (4.3), (2.13) (или (2.14)), 
(2.15), (4.4), (4.5) (4.7) представим уравнение (2.15) для n -го шага итерационного 
(2.5), (4.1) – (4.3), в виде (3.7), (3.8). При помощи метода секущих [4] построен итера-
ционный алгоритм (2.23) – (2.26) для определения объемного содержания микропо-
вреждений в компонентах и деформативных характеристик композита, т.е. для задан-
ного слоистого композита с физически нелинейными компонентами соотношения 
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(3.1), (2.5), (4.1) – (4.3), (2.13) (или (2.14)), (2.15), (4.4), (4.5) (4.7) определяют законы 
макродеформирования (зависимости ij   от ij  ) и микроповреждаемости ком-
понентов (зависимости p  от ij  ). 

В качестве конкретной задачи исследуем совместные процессы нелинейного де-
формирования и микроповреждаемости волокнистого композита, когда матрица ком-
позита деформируется по линейно упрочняющемуся закону. Предположим, что объ-
емные деформации линейно упрочняющейся матрицы являются линейными, а девиа-
торные составляющие деформации описываются диаграммой линейного упрочнения, 
т.е. в ее микрообъеме имеют место соотношения (2.20) – (2.22). 

Исходя из изложенной теории, исследованы совместные процессы нелинейного 
деформирования и микроповреждаемости волокнистого композита при микроразру-
шениях в связующем в случае распределения Вейбулла для различных случаев на-
гружения. В качестве компонентов приняты соответственно высокомодульные угле-
родные волокна с характеристиками [22] 

1
1E  8 ГПа;  1

3E  226 ГПа;  1
12  0,3;  1

13  0,2;  1
13G  60 ГПа;            (4.8) 

объемным содержанием 1 0; 0, 25; 0,5; 0,75;1,0c  и эпоксидная матрица, которая име-
ет закон линейного упрочнения, оптсываемый соотношениями (2.20) – (2.22) с посто-
янными (2.30), пределами пропорциональности и минимальной микропрочности на 
растяжение 023 2p k   (2.31)  – (2.33), где 1

1E  и 1
3E , 1

12  и 1
13 , 1

12G  и 1
13G  – соответ-

ственно поперечный и продольный модули Юнга, коэффициенты Пуассона и модули 
сдвига волокон, которые связаны с 1 1 1 1 1

11 12 13 33 44, , , ,      формулами 
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            (4.9) 

В случае задания макропараметров (3.10) согласно (3.1) макронапряжения 
11  в композите связаны с макродеформацией 11   соотношением (3.11). При 

этом в уравнении баланса пористости (2.16) имеют место равенства (3.12). В случае 
задания макропараметров (3.13) согласно (3.1) макронапряжения 33   в компози-
те связаны с макродеформацией 33   соотношением (3.14). При этом в уравнении 
баланса пористости (2.16) имеют место равенства (3.15). 

На рис. 4.1, 4.2 соответственно 
при пределах пропорциональности 
и минимальной микропрочности на 
растяжение (2.31) , (2.33)  и мак-
ропараметрах (3.10) сплошными 
линиями показаны кривые зависи-
мостей пористости связующего 2p  
от макродеформации 11  , а на 
рис. 4.3, 4.4 соответственно при 
пределах растяжение (2.31) , (2.33)  
и макропараметрах (3.13) сплош-
ными линиями изображены кривые 
зависимостей пористости матрицы 

2p  от макродеформации 33   для 
 

Рис. 4.1 
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волокнистого композита с линейно уп-
рочняющейся матрицей. На этих же гра-
фиках для сравнения штриховыми ли-
ниями приведены зависимости 2p  от 

11   для волокнистого композита с ли-
нейной матрицей. Как видим, физическая 
нелинейность деформирования матрицы 
композитного материала оказывает суще-
ственное влияние на его микроповреж-
даемость. Графики показывают, что при 

2 20p  , т.е. когда предел пропорцио-
нальности мень-ше предела минимальной 
микропрочности, влияние нелинейности деформирования матрицы на микроразруше-
ние материала усиливается. При 2 20p   влияние нелинейности заметно, хоть и не 
так существенно. Графики показывают, что при всех значениях объемного содержа-
ния волокон 1c  для волокнистого материала с линейно упрочняющейся матрицей при 

2 20p   микроразрушения начинаются при более высоких макродеформациях, чем 
для материала с линейной матрицей. При 2 20p   для всех значений объемного со-
держания волокон 1c  микроразрушения в материалах с физически нелинейной и ли-
нейной матрицами начинаются при одинаковых макродеформациях, однако в мате-
риале с линейной матрицей на начальном этапе микроразрушения происходят более 
интенсивно (фиксированным значениям макродеформации соответствуют более вы-
сокие значения пористости). 

На рис. 4.5, 4.6 соответственно при пределах пропорциональности и минимальной 
микропрочности на растяжение (2.31), (2.33) и макропараметрах (3.10) сплошными 
линиями изображены кривые зависи-
мостей макронапряжения 211    

от макродеформации 11  , а на рис. 
4.7, 4.8 при соответствующих преде-
лах на растяжение (2.31), (2.33) и мак-
ропараметрах (3.13) сплошными ли-
ниями показаны кривые зависимостей 
макронапряжения 33 2    от мак-
родеформации 33   для волокни-
стого композита с линейно упроч-
няющимся связующим при микрораз-
рушениях. На этих же графиках для 

 
Рис. 4.2 

 
Рис. 4.3 

 
Рис. 4.4 

 
Рис. 4.5 
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сравнения штриховыми линиями при-
ведены зависимости макронапряжения 
от макродеформации при микрораз-
рушениях для волокнистых материа-
лов с линейной матрицей (штриховые 
линии) и с линейно упрочняющейся 
матрицей без микроразрушений (ли-
нии, состоящие из коротких штри-
хов). Графики показывают, что фи-
зическая нелинейность матрицы ком-
позита оказывает существенное влия-
ние на характер диаграмм деформиро-

вания для всех значений объемного 
содержания волокон 1c , особенно при 

2 20p  . Для материала с линейной 
матрицей при микроразрушениях диа-
грамма деформирования состоит из 
двух участков – линейного и нелиней-
ного. При деформировании материала 
с линейно упрочняющейся матрицей 
без микроразрушений диаграмма со-
стоит из двух линейных участков. Для 
материала с линейно упрочняющейся 
матрицей при микроразрушениях диа-
грамма деформирования состоит из 
трех участков – двух линейных и не-
линейного. Сравнение результатов для 
материалов с линейной и нелинейной 
матрицами, подверженными микрораз-
рушениям, показывает, что для материа-
ла с линейно упрочняющейся матрицей в 
материале достигается более высокий 
уровень макронапряжений по сравнению 
с материалом, имеющим линейную мат-
рицу, особенно при 2 20p  . 

 
 
 
 

 
Р Е З Ю М Е . Систематизовано дослідження по теорії деформування і короткочасної пошкоджу-

ваності фізично нелінійних однорідних і композитних матеріалів. Одиничне мікропошкодження мо-
делюється утворенням порожньої квазисферичної пори на місці мікрооб'єму, що руйнується за кри-
терієм Губера – Мізеса. Границя мікроміцності приймається випадковою функцією координат. Сфо-
рмульовано рівняння балансу пористості, що сумісно з рівняннями зв’язку макронапружень і макро-
деформацій утворить замкнуту систему. Досліджено залежність пошкоджуваності від макродефор-
мацій і діаграми макродеформування однорідних і композитних матеріалів. 
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