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For entire Dirichlet series, F (s) =
∞∑

n=0
an exp{sλn} let M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} and

µ(σ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0}. Conditions on λn for the equivalence of the relations∫∞
0

σ−p−1ln M(σ)dσ < +∞ and
∫∞
0

σ−p−1ln µ(σ)dσ < +∞ (p > 1) are established.

Î. Ì. Ìóëÿâà, Ì. Ì. Øåðåìåòà. Î ïðèíàäëåæíîñòè öåëîãî ðÿäà Äèðèõëå ëîãàðèôìè÷å-
ñêîìó êëàññó ñõîäèìîñòè // Ìàò. Ñòóäi¨. � 2010. � Ò.33, �1. � C.17�21.

Äëÿ öåëîãî ðÿäà Äèðèõëå F (s) =
∞∑

n=0
an exp{sλn} ïóñòü M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}

è µ(σ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0}. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íà λn äëÿ ðàâíîñèëüíîñòè
ñîîòíîøåíèé

∫∞
0

σ−p−1ln M(σ)dσ < +∞ è
∫∞
0

σ−p−1ln µ(σ)dσ < +∞ (p > 1).

1. Âñòóï. Íåõàé λ = (λn)∞n=0 � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë
(λ0 = 0), à ðÿä Äiðiõëå

F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, (1)

àáñîëþòíî çáiæíèé ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Äëÿ σ ∈ R íåõàé M(σ, F ) = sup{|F (σ+
it)| : t ∈ R}, µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (1),
ν(σ, F ) = max{n ≥ 0: |an| exp (σλn) = µ(σ, F )} � éîãî öåíòðàëüíèé iíäåêñ, à
κn = (ln |an| − ln |an+1|)/(λn+1 − λn). Çà Ï. Êàìñåíîì [1] öiëèé ðÿä Äiðiõëå (1) R-ïîðÿä-
êó % ∈ (0, +∞) íàëåæèòü äî êëàñó çáiæíîñòi, ÿêùî

∫∞
0

e−%σ ln M(σ, F )dσ < +∞. Çà óìî-
âè ln n = O(λn) (n →∞) â [2] äîâåäåíî, ùî äëÿ òîãî ùîá öiëèé ðÿä Äiðiõëå (1) íàëåæàâ
äî êëàñó çáiæíîñòi, íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü (κn) íåñïàäíà, i äîñèòü,
ùîá

∑∞
n=1(λn − λn−1)|an|%/λn < +∞. Îñêiëüêè çà óìîâè limn→+∞ (ln n/λn) = τ < +∞

äëÿ êîæíîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü M(σ, F ) ≤ A(τ, ε)µ(σ+τ +ε, F ) (σ > 0), òî íà-
ëåæíiñòü äî êëàñó çáiæíîñòi ¹ ðiâíîñèëüíîþ äî ñïiââiäíîøåííÿ

∫∞
0

e−%σ ln µ(σ, F )dσ <
+∞. Â [3] äîâåäåíî, ùî äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíîãî öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå ç êëàñó S(λ)
ñïiââiäíîøåííÿ

∫∞
0

e−%σ ln M(σ, F )dσ < +∞ i
∫∞
0

e−%σ ln µ(σ, F )dσ < +∞ áóëè åêâiâà-
ëåíòíèìè, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ λ = (λn) âèêîíóâàëàñü
óìîâà ln n = O(λn) (n → +∞) .

Ó âèïàäêó, êîëè R-ïîðÿäîê % = 0, äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ öiëîãî ðÿäó Äi-
ðiõëå âèêîðèñòîâóþòü ëîãàðèôìi÷íèé R-ïîðÿäîê p = limσ→+∞ ln ln M(σ, F )/ln σ, à ëî-
ãàðèôìi÷íèé êëàñ çáiæíîñòi îçíà÷à¹òüñÿ ([2]) óìîâîþ

∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞.
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Êëàñ âñiõ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå, ùî íàëåæàòü äî ëîãàðèôìi÷íîãî êëàñó çáiæíîñòi ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Sp(λ).

×åðåç Spµ(λ) ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà∫∞
1

σ−p−1ln µ(σ, F )dσ < +∞. Â [2] äîâåäåíî, ùî ÿêùî p > 1 i

lim
n→+∞

ln ln n

ln λn

≤ 1, (2)

òî äëÿ òîãî ùîá F ∈ Sp(λ), íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü (κn) íåñïàäíà, i
äîñèòü, ùîá

∞∑
n=1

(λn − λn−1) {(1/λn) ln (1/|an|)}1−p < +∞.
Ïîäiáíî äî âèïàäêó ñêií÷åííîãî R-ïîðÿäêó, çà óìîâè (2) F ∈ Sp(λ) ⇐⇒ F ∈ Spµ(λ)
([2]). Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî iñòîòíiñòü óìîâè (2). Öüîìó ïèòàííþ ïðèñâÿ÷åíà
íàøà ñòàòòÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Êîøi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ), Sp(λ) ⊂ Spµ(λ), i
òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîñëiäæåííÿ óìîâ íà λ, çà ÿêèõ Spµ(λ) ⊂ Sp(λ). Ç öi¹þ ìåòîþ ââå-
äåìî ùå òàêèé êëàñ ðÿäiâ Äiðiõëå. ×åðåç Sf (λ, p) ïîçíà÷èìî êëàñ òàêèõ ôîðìàëüíèõ
ðÿäiâ Äiðiõëå, ó êîæíîãî ç ÿêèõ iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí äëÿ êîæíîãî σ ∈ R i âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà

∫∞
1

σ−p−1ln µ(σ, F )dσ < +∞. Çàóâàæèìî, ùî Spµ(λ) ⊂ Sf (λ, p), à òàêîæ,
ùî Sf (λ, p) 6= Spµ(λ). Íà îñòàíí¹ âêàçó¹ ðÿä Äiðiõëå F∗(s) =

∑∞
j=1 exp{−λ

p/(p−1)
n + sλn}

ç λn = (ln n)1/(1+δ), δ > 0 i p > 1 + 1/δ. Íåñêëàäíî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî F ∈ Sf (λ, p), àëå
àáñöèñà àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi σa = −∞.

Ó êëàñi Sf (λ, p) ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Óìîâà (2) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá Sf (λ, p) ⊂ S(λ) äëÿ
êîæíîãî p > 1 i ñïiââiäíîøåííÿ

∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞ áóëî ïðàâèëüíèì äëÿ
êîæíîãî ðÿäó Äiðiõëå F ∈ Sf (λ, p).

Ãíó÷êiøèé ðåçóëüòàò ïðàâèëüíèé ó êëàñi Spµ(λ).

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëîñü âêëþ÷åííÿ Spµ(λ) ⊂ Sp(λ) íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá ln n = O

(
λ

p/(p−1)
n

)
(n →∞).

2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Ó äîâåäåííi òåîðåì 1 i 2 âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ëåìè.

Ëåìà 1 ([4]). Íåõàé α : [1, +∞) → [0, +∞) òà γ : [0, +∞) → [0, +∞) � íåâiä'¹ìíi
íåïåðåðâíi çðîñòàþ÷i äî +∞ ôóíêöi¨ i α(x + O(1)) ∼ α(x) ïðè x → +∞. ßêùî

lim
n→+∞

(α(n)/γ(λn)) > 1,

òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (λ∗k) ïîñëiäîâíîñòi (λn) òàêà, ùî k ≤ α−1(γ(λ∗k)) + 1 äëÿ âñiõ
k ≥ 1 i kj ≥ α−1(γ(λ∗kj

)) äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (kj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 2. Ç óìîâè F ∈ Sf (λ, p) âèïëèâà¹, ùî λ
−p/(p−1)
n ln (1/|an|) → +∞ (n → +∞).

Ñïðàâäi, ç óìîâè F ∈ Sf (λ, p) âèïëèâà¹, ùî ln µ(σ, F ) = o(σp) (σ → +∞). Äàëi, çà
îçíà÷åííÿì µ(σ, F ) åëåìåíòàðíî îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå.
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Ëåìà 3. Âêëþ÷åííÿ Sf (λ, p) ⊂ Spµ ¹ ïðàâèëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∞∫

1

λν(σ,F )

σp
dσ < +∞. (3)

Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ln µ(σ, F ) = ln µ(1, F ) +
∫ σ

1
λν(t,F )dt, ìà¹ìî∫ ∞

1

ln µ(σ, F )

σp+1
dσ =

1

p

∫ ∞

1

λν(t,F )

tp
dt +

1

p
ln µ(1, F ).

2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä Äiðiõëå íàëåæèòü äî êëàñó Sf (λ, p).
Ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî ln n ≤ λη

n äëÿ êîæíîãî η > 1 i âñiõ n ≥ n0. Òîìó, çà ëå-
ìîþ 2 ln n = o(ln 1

|an|) ïðè n → ∞, çâiäêè íåñêëàäíî îòðèìó¹ìî, ùî ðÿä íàëåæèòü äî
êëàñó S(λ) ([5]). Â êëàñi S(λ) äîñòàòíiñòü óìîâè (2) äëÿ ðiâíîñèëüíîñòi ñïiââiäíîøåíü∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞ i
∫∞

1
σ−p−1ln µ(σ, F )dσ < +∞ äîâåäåíî â [2].

Îòæå, çàëèøèëîñü äîâåñòè íåîáõiäíiñòü óìîâè (2). Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ óìîâà íå
âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî limn→+∞ ln ln n

(1+δ) ln λn
> 1. Òîäi çà ëåìîþ 1 ç α(x) =

ln ln x i γ(x) = (1 + δ) ln x, x ≥ 1, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (λ∗k) ïîñëiäîâíîñòi (λn) òàêà,
ùî k ≤ exp{(λ∗k)1+δ} + 1 äëÿ âñiõ k ≥ 1 i kj ≥ exp{(λ∗kj

)1+δ} äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨
ïîñëiäîâíîñòi (kj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

ßêùî λn 6= λ∗k, ïðèéìåìî an = 0, à ç ìåòîþ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó â îòðèìàíîìó ðÿäi
Äiðiõëå çàìiíèìî λ∗k íà λn. Ïðèéäåìî äî ðÿäó Äiðiõëå (1), äå ïîñëiäîâíiñòü (λn) òàêà,
ùî ln n ≤ λ1+δ

n +1 äëÿ âñiõ n ≥ 1 i ln nj ≥ λ1+δ
nj

äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (nj)
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü (nj) ìîæåìî ââàæàòè òàêîþ, ùî ln ln nj/ln j → ∞
ïðè j →∞ i nj+1 > 2nj äëÿ âñiõ j ≥ 1.

Âèáåðåìî iíøi êîåôiöi¹íòè ðÿäó (1). Íåõàé (qk) � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü
äîäàòíèõ ÷èñåë, à mj = [nj+1/2]. ßê i â [3], ïðèéìåìî n0 = 0, an0 = 1, an = 0 äëÿ
âñiõ nj < n < mj, anj+1

=
∏j

k=0 exp{−qk(λnk+1
− λnk

)}, k ≥ 1, i an = anj
exp{−qj(λn −

λnj
)}, mj ≤ n < nj+1 (j ∈ N), òîáòî îòðèìó¹ìî ðÿä Äiðiõëå

F ∗(s) =
∞∑

j=0

(
anj

exp{sλnj
}+

nj+1−1∑
n=mj

an exp{sλn}
)

. (4)

Çà âèáîðîì ïîñëiäîâíîñòi (an) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî
ln anj

− ln anj+1

λnj+1
− λnj

=
ln anj

− ln amj

λmj
− λnj

=
ln an − ln an+1

λn+1 − λn

= qj, mj ≤ n < nj+1.

Òîìó, ÿêùî qj ≤ σ < qj+1 (j ∈ N), òî ν(σ, F ) = nj+1 i µ(σ, F ) = anj+1
exp{σλnj+1

}. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî

∞∫

q1

λν(σ,F )

σp
dσ =

∞∑
j=1

qj+1∫

qj

λν(σ,F )

σp
dσ =

∞∑
j=1

λnj+1

qj+1∫

qj

dσ

σp
≤ 1

p− 1

∞∑
j=1

λnj+1

qp−1
j

. (5)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ j

M(qj, F ) ≥
nj+1∑
n=mj

an exp{qjλn} = (nj+1 −mj)µ(qj, F ) ≥ nj+1. (6)
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Âèáåðåìî qj = λ
(1+δ)/p
nj+1 . Òîäi çà óìîâè p > 1 + 1/δ ç (5) îòðèìó¹ìî

∫ ∞

q1

λν(σ,F )

σp
<

1

p− 1

∞∑
j=1

λ1−(1+δ)(p−1)/p
nj+1

< +∞,

áî (1 + δ)(p − 1)/p − 1 > 0, à ç íåðiâíîñòi ln n ≤ λ1+δ
n + 1 (n ≥ 1) i óìîâè ln ln nj

ln j
→ ∞

(j → ∞) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

j=1 λ−α
nj+1

äëÿ êîæíîãî α > 0. Îòæå, äëÿ ðÿäó
(4) ñïiââiäíîøåííÿ (3), à çà ëåìîþ 3 i ñïiââiäíîøåííÿ

∫∞
1

σ−p−1ln µ(σ, F )dσ < +∞,
ïðàâèëüíi. Òîìó ðÿä (4) íàëåæèòü äî êëàñó Sf (λ, p).

ßêùî âií íå ¹ öiëèì, òî äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi óìîâè (2) çàâåðøåíî. ßêùî æ ðÿä
(4) ¹ öiëèì, òî ç (6) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü ln M(qj, F

∗) ≥ ln nj+1 ≥ λ1+δ
nj+1

= qp
j i, îòæå,

ñïiââiäíîøåííÿ
∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞ íå âèêîíó¹òüñÿ, áî ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî
ln M(σ, F ) = o(σp) ïðè σ → +∞. Òåîðåìó 1 ïîâíiñòþ äîâåäåíî.
3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. ßêùî ln n ≤ Kλ

p/(p−1)
n , n ≥ 0, òî ç íàëåæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå

äî êëàñó Spµ(λ) çà ëåìîþ 2 îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü ln (1/|an|) ≥ Ψ(ε)λ
p/(p−1)
n äëÿ êîæíîãî

ε ∈ (0, 1) i âñiõ n ≥ n0(ε), äå Ψ(ε) → +∞ ïðè ε → 0, çâiäêè ç îãëÿäó íà óìîâó ln n =

O
(
λ

p/(p−1)
n

)
(n → ∞) íåñêëàäíî îòðèìàòè, ùî M(σ, F ) ≤ K(ε)µ(σ/(1− ε), F ) äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε ∈ (0, 1) i âñiõ σ ≥ σ0(ε), äå äîäàòíà ñòàëà K(ε) çàëåæèòü òiëüêè âiä ε. Çâiäñè
âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞, òîáòî äîñòàòíiñòü óìîâè ln n =

O(λ
p/(p−1)
n ) (n →∞) äîâåäåíî.
Äîâåäåìî ¨¨ íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà íå âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî iñíó¹ äîäàòíà

íåïåðåðâíà çðîñòàþ÷à äî +∞ íà [0, +∞) ôóíêöiÿ l òàêà, ùî limn→+∞ ln n

λ
p/(p−1)
n l(λn)

> 1. Òî-
äi çà ëåìîþ 1 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (λ∗k) ïîñëiäîâíîñòi (λn) òàêà, ùî k ≤ exp{(λ∗k)p/(p−1)·
·l(λ∗k)}+1 äëÿ âñiõ k ≥ 1 i kj ≥ exp{(λ∗kj

)p/(p−1)l(λ∗kj
)} äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíî-

ñòi (kj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïðèéìàþ÷è an = 0, ÿêùî λn 6= λ∗k, ÿê i âèùå, ïðèéäåìî äî
ðÿäó Äiðiõëå (1), äå ïîñëiäîâíiñòü (λn) òàêà, ùî ln n ≤ λ

p/(p−1)
n l(λn) + 1 äëÿ âñiõ n ≥ 1 i

ln nj ≥ λ
p/(p−1)
nj l(λnj

) äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (nj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïî-
ñëiäîâíiñòü (nj) ìîæåìî ââàæàòè òàêîþ, ùî ln nj ≥ j2p/(p−1)2 , nj+1 > 2nj i λmj

≥ 2λnj

äëÿ âñiõ j ≥ 1, äå mj = [nj+1/2].
Ïîäàëüøèé âèáið êîåôiöi¹íòiâ çäiéñíèìî, ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 1, òîáòî çíîâó

ïðèéäåìî äî ðÿäó Äiðiõëå (4), äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè (5) i (6).
Âèáåðåìî òåïåð qj = λ

p/(p−1)
nj+1 l(λnj+1

). Òîäi ç (6) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
ln M(qj, F

∗) ≥ ln nj+1 ≥ λ
p/(p−1)
nj l(λnj

) = qp
j

i, îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ
∫∞
1

σ−p−1ln M(σ, F )dσ < +∞ íå âèêîíó¹òüñÿ.
Ó òîé æå ÷àñ äëÿ òàêîãî âèáîðó qj ç (5) îòðèìó¹ìî

(p− 1)

∫ ∞

q1

λν(σ,F )

σp
dσ <

∞∑
j=1

λnj+1

(λ
p/(p−1)
nj+1 l(λnj+1

))p−1
=

∞∑
j=1

1

(λnj+1
l(λnj+1

))p−1
≤

≤
∞∑

j=1

1

{(ln nj+1)(p−1)/pl(λnj+1
)1/p}p−1

≤
∞∑

j=1

1

(ln nj+1)(p−1)2/p
≤

∞∑
j=1

1

j2
,

òîáòî äëÿ ðÿäó Äiðiõëå (4) ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ (3) i, îòæå çà ëåìîþ 3, F ∈
Sf (λ, p). Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî öåé ðÿä öiëèé. Çà âèáîðîì ïîñëiäîâíîñòi (an) äëÿ
mj ≤ n ≤ nj+1 îòðèìó¹ìî

an ≤ exp{−qj(λn − λnj
)} ≤ exp{−qj(λn − λmj

/2)} ≤ exp{−qjλn/2}. (7)
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Òîìó ïðè n → +∞

ln n

− ln an

≤ 2 ln nj+1

qjλn

≤ 4 ln mj

λ
p/(p−1)
nj+1 l(λnj+1

)λmj

≤ 5λ
p/(p−1)
mj l(λmj

)

λ
p/(p−1)
nj+1 l(λnj+1

)λmj

≤ 5λ
1/(p−1)
mj

λ
p/(p−1)
nj+1

≤ 5

λnj+1

→ 0.

Îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó ([5]) àáñöèñà àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ σa = lim

n→∞
1

λn
ln 1

|an| , òî ç (7) âèïëèâà¹, ùî F ∈ Sp(λ). Òåîðåìó 2 ïîâíiñòþ
äîâåäåíî.
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