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РАВНОМЕРНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ МОНОТОННОЙ 
ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
Установлена равномерная оценка для монотонной аппроксимации многочленами функций с 
ухудшающейся гладкостью на концах отрезка.
Встановлена рівномірна оцінка для монотонної апроксимації многочленами функцій з гладкіс­
тю, що погіршується на кінцях відрізка.

Профессор R. A. De Vore в беседе с И. А. Шевчуком высказал предположение, 
что, используя способ доказательства статьи [1], можно получить следующий 
результат.

Т е о р е м а . П уст ь г  е  N , г  >  2 ; 1: =  [ -1 ;  1]. Е сл и  в озр а ст а ю щ а я  и н еп р ер ы в ­
н ая  на I  ф у н к ц и я  /  = / ( х )  и м еет  на  ( -  1; 1) л ок а л ьн о  а б со л ю т н о  н еп р ер ы в ­

н у ю  ( г  -  1 ) -ю  п р ои зводн ую  и | / (г\х)(1  - д 9-у 12 | <  1 почт и при в с е х  х  є  / ,  т о  
д л я  к аж дого н ат урал ьн ого  п >  г  -  1 н а й дет ся  в озр а ст а ю щ и й  на I  а л г е б р а и ­
ческий  м н огочл ен  Р „  =  Р п(х) ст епени  <  п т акой, что

I f ( x ) ~  PnQc) I < сп~ r,c  = c(r) = const, x: є  /. (1)

Для случаев г = 1, 2 справедливость данной теоремы установлена в рабо­
те [2].

Отметим, что соответствующие оценки для аппроксимации без ограничений 
получены в работе [3] (см. также {4], гл. IX).

В настоящей статье доказывается сформулированная выше теорема.
1. Воспользуемся следующими обозначениями из [1]: g = g&) —  непрерыв­

ная на [a; ft] функция; Ц х, g, [а, 6]) —  многочлен Лагранжа степени < г -  2, 
который интерполирует функцию g в точках а + і ф -  а) /  (г -  2), і = 0, г -  2; 
Ф = Ф(дг) —  дифференцируемая на /  функция;

а х ,  Ф ) =  Ф ( - 1 ) + j* L ( y ,< l> \ [ - l  +  2 / r , l - 2 / r ] ) < f y ;

ci —  различные положительные числа, которые зависят от г,

А „(у): =  п -2 +  л / 1 - у 2 / п ,у  є  / ,  А : =  А Г1(х ) ,А' є  / ;

ß: = arccos х , х  є  /, а : = arccos у , у  є  I;

sin nt 2 /  f sm nu/2 і ,
J At): = -------- —  /  - du

sin f /2  J j  J ^  sin w/2 J

—  ядро типа Джексона,
t д34 (г-1 ) ß+a

‘  (34( r - D -■ ) !  э Ш » «

—  многочленное ядро типа Дзядыка;

х 0: =  \\Xj-. =  c o s f n / n , I j :  =  [ х ^ х ^ ] ,

X j: = cos (Jk /  n -  n /  2n), j  = 1, n ;

Xj'. =  cos ( j n / п - л / 4 п ) ,  j < n / 2;
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X j: = cos (jn /  л -  Зя /  4л), j  > п /  2;

hj : = x j - i ~ xj '

tj: = ( x - x j )~2 cos2 2л arccos *  + (дс- jej)~2 sin2 2л arccos x,

T b l t  r .lV  £ ,  Q‘j - , - y > 0 ‘r y ) ‘ Jr - 1<y>‘t ’

Всюду далее без специальных оговорок будут использованы неравенства 

А2п(у )< 4 А (1 х -у \ + А ), 2 Ц х -у 1 + А )> 1 х -у 1 + А п(у )> (1 х -у 1 + А )/ 2 ;  

hj± j с  3 hj, A < h j<  5А, х  е  I} .

2. Докажем вспомогательные предложения. Обозначим через И̂ г класс не- 
прерьтных на /  функций / ,  имеющих на ( -  1, 1) локально абсолютно непре­
рывную (г -  1)-ю производную и таких, что

| / % ) ( l - ^ y /2 | < l (2)

почти для всех X e  /.
о

Лемма 1. Если g ш Wr , то справедливы неравенства

l g ( y ) - üy,g)\<>cv y  s  /, (3)

I g(y) - g(x) -  fx L(t, g [ x ,  x  + A])dt\< c2 n~r (\ x-y\  + Af T A~2r, x  e  /, (4)

T * x  + A e  l, у s  I.

Доказательство. Обозначая = -  1 + 2(i + l ) /r ,  i = 0, r — 2 , и пользуясь 
известным интегральным представлением для разделенной разности, а также 
условием (2), получаем

I s G O - A y . s ) !  =  I Я ,  ■■■ ( t  ~ У Г - 2)  Jq Jo -  f “ 2 £ (г ) (Уо +

+ 0 ’1 -3 '0)^1 + --- + 0 - > ’г_2)/г-1>Лг-1 - d t l dt\ < I J? ( f -

-Уо> JV-г) £  JJ -  Jo"' t1 - 0 'o  + 0 'i -> ,o ) 'i  + -

... + ( t - y r_2)tr_l? ] - r' 2 dtr_l ...d t1dt\ < I a -^ o )  ( f -

- ^ - 2 > J o  Jo -  V  1 2 ( 1 ~ ( У о  +  ( У 1 - У ^ ‘ 1 +  -  +  ( { -

- Уг_2) tr_i))]“ r /2 dtr ...d tld t\ + \\y_x ( t - y 0 ) . . .  ( / -

- ^ - 2)J o J o  -  J o ’ 2 [ 2 ( i  -l-CVo +  СУ!- У о) ^  +  -•*

-  Уг _2> rr-i))] ~rl2 dtr_l ...d tl dt \ = : GjCv) + G2(y).

Оценим G2(y) (GjCy) оценивается аналогично). Положим gr(f) = (1 + 0r/2_1.
если г —  нечетное, gr(t) = (1 + t j 12-1 ln (1 + t), если г —  четное. Поскольку [4,

с. 160,161; 5] \gr(t ) -L (t ,g r,I)\ < с3,т о

G2(y) = е4 £  | £Г(Г) -  L(f, gr, /) I dt < q ,
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т. е. неравенство (3) доказано.
Зафиксируем х  & I. Обозначив у = х  + /А /  (г - 2 ) ,  /' = 0, г - 2 ,  получим

| £ (У ) - £ Ф -£ Д Л Г .[ * ;*  + А1)<*|£| Л  0 ~ У 0) ••• 0 ~ У г-2> |о /о — /о '"2 С1 —

- ( У 0 + ^ 1  - У о ) 11 + - "  + (-{ -У г-2>1г -1 ^ ~ Г12а1г-1 — <*1 =: <?(у). 
Рассмотрим три случая:
1. Пусть - 1  + п~2 < х, х  + А <  1 -  п~2, -  1 + гг2 < у < 1 -  /Г2. Тогда очевидно

(1 - з ? У 1/2 <  2 (лД )-1 , (1  - у 2) - 1/2 <  16«~1Д -2(| д г -> -1 + А ),
поэтому

й  (у) < (| х - у  | + А /  шах {(1 -  х2)~г12, (1 - у 2)- ^ 2} /(г -  1)! <

< ( 1 6 '/ ( г -  1)!) (1 /пГ) ( ( \ х -у  I + А )/Д )2г.

2. Пусть ху > 0. Положив для определенности х  е  [ - 1 ;  0) (а значит, и у  е  
е  [ -  1; 0)), обозначим х* = пип {х, у }, у*  = та х  {х, у }. С учетом случая 1 рас­
смотрим только случай х* < -  1 + я“2. Положим # Д ) = (1 + г/ 12-1, если г —

нечетное, иначе # г(0  = (1 + 1)г / 2-11п ((1 + 0  /  (1 + у*)). Замечая, что 1^.(0 | < 
< (1 + у * у >2~1 при ( е  [ -  1; у*], имеем

и  (у) < С5 I £  [£> ) -  ш ,  8 Г [х, х  + А])] Л 1 <

< С5 £  (1 + у*У /2_1 (1 + С6(( 1х - у1  + А )/А )г~2)Ж <

< с7 ( I х - у  I + А У 12 ( I х - у  I + А У ~2 А2-*' < с7 ■ 16г/2 п~г ( I х - у  I + А^г А~2г.

3. Для остальных случаев с8 < п~г Д_2г (I х  -  у  I + Д)2г, поэтому оценка (4) 
следует из вытекающего из (3) неравенства

I g(y) -  8(х) -  Щ , 8', [х; X + А]) Ж I = I (£ '(0 -  Щ ,  [х\ х  + А ]))Ж  | =

= I Ц  & '(0  -  Ш , 8) -  Н ‘ , 8' -  [х; х  + А])] л\ < с9.

Лемма доказана.
о

Лемма 2. Пусть заданы функция Ф е  \У и множество С  /. Если при 
х  ^ Е имеем Ф'Сс) = 0, то многочлен

О п(х, Ф): = [Ф(у) -  Ц у, Ф)] Т>п<у, х) с!у + Ц х, Ф)

степени < 17(г -  1 )(я -  1) приближает функцию Ф = Ф(°) и ее производную 
ф ' = фС1) так, что

|Ф<р>(ж)- й (лр)(х,Ф)I < с10Д-Р(Д/ (О Д (х ,/ IЕ) + А))13(г- « п \

(< с п А-Рп~г), х е 1 , р  = 0 у 1 .
о

Доказательство. Обозначим #(х): = Ф(х) -  Цх, Ф) и заметим, что # е  У/г, 
|| § || < с г  Так как на FL(y) = #(у), то, рассуждая так же, как при доказательстве 
леммы 3 из [6] (считая <р(г) = / г12~1), сводим доказательство к оценке интеграла

Н  = / А ,  Шу)-8<уУ\-^-р Ф„<У.х)4у 

и, пользуясь (4) и неравенством (4) из [6],получаем
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\5г I < 2 ^ - гА15г" 19"р Л и л л  ( ' + Д)18- 15'< * <

< С]0 тгг А~Р (А /  (А + (М  (х, 1 1 /0 ))13(г‘ 1).
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть множество Е состоит из произвольных отрезков /  .А
Многочлен

0„С* ,£ ) :=  {Т А х )-Т А х ))
I

степени < 2(2л -  1 )(3г -  2) + 3 удовлетворяет неравенствам:

a) 12„(х, £ )  | < с12 /;

b) £)'(х, Е) > -  с13 А-1 л- '", х е  £ ;

c) <2'(х, Е) > с14 п~г А_1(А /  (Шв! Сс, £ )  + Д))13(г_Ч х в 1\Е.

Доказательство. С помощью неравенств (22) -  (25) из [6] получаем

a) I <2п(х, Е) | < п~г X  I Т] (х) -  Т] (х) I < £  с15(Л; /(|х-*у|  +
I ' ' у = 1

+ Лу))6(г-1)-1 < с 12 п~г X  Л/(Д(|х-Ху|+Д))(6(,'_1)-2)/2х
У = 1

X  ( | X  -  Ху | + Д )1“ б<г -1) < С12 ДЗСг-1)-1 л ^  Д  ( | х -  Г | + 

у  + Д )-3(г - 1) ^/ < С ,2 Л~г, X  6  /;
#•

b) ^ (х , /* )  > л - ' £  -  Г ' (х) > -  С]6 л-г г ; ( х )  > -  643(г-1) х
*

х  Д^Ц-») с16 > -  с13 А-1 л-'', х е £ ,  

где индекс у* выбран таким, чтобы х *

c) й'п(х,Е ) > с17л-'-й®(г- 1)- 1(| х -х /.| + А )^ -1 )> с 18л-ЧД2/ ( и -

-  Ху | + Д))б(г- ! ) - ! ( I х - Х]\ +А у6(г~1) > с14 п~г А -1 (А /  (сКв1 (г, Е) +

+ Д))12<'-1>;> с14 п+ А '1 (А / (сИй С«, £ )  + Д))13(г_1).
Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть 0 < #'(х) < п~г А-1, х  в  /, тогда многочлен

П
КП(Л. «): = £ (-  1) + X  &Ц-1> -£ (* у »  Т) <■*>

У = 1

степени 6(2« -  1)(г -  1) + 1 «г  убывает на 1 и при этом

| £(х) -Л л(х, §) | < с 19 п~Т, х е  /.

Лемма 4 доказывается так же, как и лемма 7 из [6].
о

Лемма 5. Пусть заданы функция 8 & У/г и множество Ур состоящее из 
2г -  3 соседних отрезков /у, /л. е. _7у = и  /у +1 и  • • • У /у +2(г _2)- £сли при каж­

дом I -  у, ..., у + 2(г -  2) найдется точка х,- е  / ; , в которой 1я'(х()| < 

<  п~г А“ 1 (х ;), то и при всех х  е  у. имеем | #'(х) | < с20 п~г А-1.
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Доказательство. Обозначим через / (х, х 2р) многочлен Лагранжа сте­

пени < г -  2, интерполирующий функцию в точках х 2р,р  = 0, г - 2 .  Теперь 
справедливость леммы 5 вытекает из представления

8\х) = (£'(*) -  Ш , 8', 3] )) -  / (х, 8', - Ь , х 2р) + 1 (х, 8 х 2р )
и леммы 1.

о

3. Пусть / = / ( х )  не убывает на I и /  е  ]УГ.
Определение 1. Отрезок Iу назовем отрезком первого типа, если /  '(х) < 

< с20(с13 + с 14)п~г А-1 при х  е  I.-, отрезок /• назовем отрезком второго типа, 

если он не является отрезком первого типа и /'С О  > (с14 + с13)п~г А-1 при всех 
х  е  /у. Остальные отрезки назовем отрезками третьего типа. Объединение 
всех отрезков первого типа обозначим второго типа—  Е2, третьего 
типа —  Е у

Лемма 6. Соседних отрезков третьего типа не может быть больше чем 
2(г -  2). Т. е. каждое из множеств % =у = 0, . . п -  2(г -  2), содержит по край­
ней мере один отрезок /у не третьего типа.

Лемма 6 следует из леммы 5.
Е1 и  Е ъ представим в виде объединения (конечного) непересекающихся 

отрезков
= 1*у,; ^  и  х ^  I) ... О < уу < ;у +1 < п.

В С 1 включены все те отрезки, длина которых не меньше 2г -  3 отрезков /у. 

Если | х^ | = 1, то положим 5%,(х): = 1, если же | хуу | Ф 1, то обозначим

З Д : = Г'у ( у - х - . У  <х, - у /  йу /  Г'* ( у - ^ У  (*. - у У  Лу,"X Уу ■'у "Х-Ч Уу 'V./V

гд е  7У : = У у +  (1 +  ( -  1)у)  / 2 .

Определение 2. Положим 81(х): = О яри х ф О ,; ^ (х ) :  = / '(х)5^(х) лрн 

х е  [х , ; х ]; #,(х) = / '( х )  —  в остальных случаях', &(х): = / '( х )  -  # 1 (*)•Уу ■'У

Обозначим / 1  (х): = / ( - ! )  + / ^  /г М  = йОО с1У-

Лемма 7. Функции g^(x) и неотрицательны и при этом справедли­
вы неравенства

18 [(х) I ^ с21 я~г Д_|,х  е  /, (5)

18{2 ~ 1) ( х ) ( 1 - х * У ' 2 \< с22, х  6 /. (6)

Доказательство. Неотрицательность функций g1 и 8 г очевидна. Нера­
венство (5) с учетом того, что 15у(х) | < 1, следует из неравенства

1/'(х) I ^ сп~г Д_1, х е  С ,, (7)

которое доказывается аналогично лемме 5.
Теперь докажем неравенство

и { ' - - 1)(* Н 1 -х 2)'’ /2| < с23. (8)

Зафиксируем точку х е  /. Если #,(х) = 0 или 8\(х) = / '( * ) ,  то (8) очевидно, так
что достаточно доказать (8) лишь для х  я [х-. ; х. ]: = /* .  Учитывая (7) и (2),

А, ■'»
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зам ечаем , ч т о  | +1>(х) I2  см п~г Д - ( /+|>,у =  0 , г  -  1, п о эт о м у

j  = о y

-  X  f r 7 ^ 2 4  n_,'A_ ( '/' + 1)AJ + 1_r < c25( n A y r.
j = о ^ J '

Наконец, (6) следует из (8) и определения 2. Лемма доказана.
Обозначим G2: = {x: dist (x, Z?2)} < 20 г2 A}. Из леммы 6 и определения 2 сле­

дует g2(x) = 0, x <= I\G2. Отсюда, из лемм 2, 7 и определений 1, 2, а также из 
неравенства

\ ( х )  (dist (x, G2) + An (x))~l < с26 A(dist (х, Е2) + А)-1

при ni > n  вытекает следующая лемма.
Лемма 8. При каждом натуральном пу > п  многочлен D npc, / 2) степени 

<  17(г -  l)(rtj -  1) характеризуется свойствами

\f2(x)-D n (x,f2)\ < С21 п -г,х  е  I,

£>^(х,/2) S - c 2g п~Г А~^(х)(А / (disl (х, Е2) + A))li(r ~l\ x е  I\EV

D nx ̂ > /2) *  (С13 + С14> П~ Г A_1 -  с28 К ]  W  П~Г’ Х  6  Е 2*

aâe С21 = Cjp £22, с 28 = с 10 ' с22 ' С26 •

4. Доказательство теоремы. Пусть nl & N, п1> п. Обозначим через

\  м  ■ =  D „, ( * ;  / 2 ) +  « №  е 2 ) +  /г„(х, / : ) 

многочлен степени 17(г -  1)п. Из лемм 8 ,3 ,7  и 4 следует

l / t o  -  / ’ „ З Д  I £  (с27 + с 12 + С19С21̂  ^ с29 Я_Г’ Х  е  7 '

/^ ( х ) >  (с14 п~Т А-1 -  с2g п^г А~| (х))(Д /  (dist (х, £ 2) + A))13 (r _1), х  е  /,

Скпхяосъ. жлбржть ж, таким образом, чтобы выполнялось неравенство с 14 п*  х 

x Ä 4  £  ^  ^  W  (т. е. /ij = [(с28 / С14У /(r-2) + 1] и + 1).
Тж лм образом, для я > теорема доказана.
Для г — 1 <  л <  с30 искомый в теореме многочлен можно взять в виде 

Ря(хУ. = Д г , / )  + х  с,.
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