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ABSTRACT  
A creation of mathematical model of heat transfer between 
sucrose cells and vapor bubbles is presented in the article. 
The model was created on the basis of cellular model and is 
being considered for the following system: sugar crystal of a 
smaller cell — sucrose solution of a smaller cell — vapor 
bubble — sucrose solution of a bigger cell — sugar crystal 
of a bigger cell in a three-dimensional case. In order to find 
the analytical solution of a nonstationary problem of heat 
conduction, the transition from two-dimensional to three-
dimensional model has been made and one area has been 
highlighted, which is considered in this article. 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ 
ТЕПЛООБМІНУ МІЖ КОМІРКАМИ САХАРОЗИ НА 
ОСНОВІ АНАЛІТИЧНОГО РОЗВ'ЯЗКУ 
НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ З 
НЕОДНОРІДНИМИ ГРАНИЧНИМИ УМОВАМИ ДРУГОГО 
РОДУ І НЕОДНОРІДНОЮ ПОЧАТКОВОЮ УМОВОЮ 

Т.М. Погорілий 
Національний університет харчових технологій 

У статті представлено створення математичної моделі процесу теплообміну 
між комірками сахарози й паровою бульбашкою. Модель створено на основі 
комірчастої моделі і розглянуто для такої системи: кристал цукру меншої 
комірки-розчин сахарози меншої комірки-парова бульбашка-розчин сахарози 
більшої комірки-кристал цукру більшої комірки в тривимірному випадку. Для 
знаходження аналітичного розв 'язку нестаціонарної задачі теплопровідності 
зроблено перехід від об'ємної моделі до двовимірної та виділено одну область, 
яка і розглядається у пропонованій статті. 
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З метою створення математичної моделі процесу тепло- та масообміну між 
комірками сахарози при масовому уварюванні цукрового утфелю спочатку бу-
ло створено геометричну тривимірну модель кристал цукру меншої комірки-
розчин сахарози меншої комірки-парова бульбашка-розчин сахарози більшої 
комірки-кристал цукру більшої комірки (рис. 1). За основу при створенні 
математичної моделі було взято процес рекристалізації за коливальним 
механізмом [1], що, у свою чергу, базується на комірчастій моделі колективно-
го росту і розчиненні кристалів цукру. Слід зазначити, що в [2] вже було про-
ведено математичне моделювання цього процесу, однак тільки в 
одновимірному випадку, що накладає певні обмеження при визначені 
розподілу температур та маси розчиненої речовини в досліджуваних областях. 

Побудована тривимірна геометрична модель повинна відповідати таким 
умовам: комірки двох кристалів цукру мають бути різного розміру; 
міжкристальний розчин, що оточує кожен із кристалів цукру, які розгляда-
ються, має певний розмір; парова бульбашка одночасно контактує з 
міжкристальними розчинами сахарози. Слід зауважити, що міжкристальні 
розчини, що оточують більший і менший кристали цукру, які одночасно кон-
тактують з паровою бульбашкою, у свою чергу, також повинні контактувати і 
між собою. Також потрібно врахувати, що модель створюється для масової 
кристалізації сахарози. 

При побудові моделі в тривимірному випадку вважали, що товщина кож-
ного з об'єктів, що розглядається, є однієї і тієї ж величиною (приймаємо її як 
товщину найменшого кристалу цукру, що розглядається). Застосування тако-
го підходу дає змогу розробити систему, що складається з двох кристалів 
цукру (більшого г'-го, та меншого у-го), кожен з яких оточений прошарком 
міжкристального розчину сахарози (з літературних джерел відомо [3], що 
міжкристальний розчин сахарози розподіляється пропорційно площі поверхні 
кожного з кристалів цукру), а також парової бульбашки саме в такому 
вигляді, як це представлено на рис. 1. 

Також потрібно створити математичну модель, що буде описувати процес 
тепло- та масообміну для всіх компонентів комірчастої моделі одночасно. 
Через складність знаходження аналітичних розв'язків задач з визначення 
зміни температури та зміни маси розчиненої речовини для реальних фізичних 
тіл, а саме: для п'яти різних за своїми фізичними й геометричними характе-
ристиками областей, що розглядаються, з їх природними формами, викори-
стовуватимемо спрощену ідеалізовану модель, де кожен з об'єктів предста-
вимо у вигляді тіла канонічної форми (прямокутник). Отже, для розрахунку 
процесу тепло- та масообміну між елементами системи розглянемо цю сис-
тему в двовимірному випадку. Кожен з об'єктів зображатимемо у вигляді 
прямокутників. Таким чином, з отриманої геометричної моделі міжкристальний 
розчин сахарози меншоїу-ої комірки-кристал цукру меншої j-di комірки-парова 
бульбашка—кристал цукру більшої і-оі комірки—міжкристальний розчин саха-
рози більшої і-ої комірки в тривимірному випадку (рис. 1) перейдемо до 
геометричної моделі в двовимірному випадку (рис. 2). 
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Міжкристалічний розчин 
сахарози z'-тої комірки 

Міжкристалічний розчин 
сахарози у'-тої комірки 

Кристал цукру 
г-тої комірки 

Парова 
бульбашка 

X 

Рис. 1. Тривимірна модель міжкристальний розчин сахарози меншоїу-ої комірки— 
кристал цукру меншоїу-ої комірки—парова бульбашка—кристал цукру більшої і-ої 

комірки—міжкристальний розчин сахарози більшої і-ої комірки 

Для врахування процесу масової кристалізації сахарози на даному етапі 
створення моделі виділимо в області, що представляє собою парову бульбаш-
ку, область (позначена на рис. 2 пунктирною лінією), яка братиме участь у 
процесі теплообміну саме з цими двома областями міжкристальних розчинів 
сахарози більшої г-ої та меншоїу-ої комірок. 

У створеній двовимірній моделі міжкристальний розчин сахарози меншої 
j-oï комірки-кристал цукру меншої j-oï комірки-парова бульбашка-кристал 
цукру більшої і-ої комірки-міжкристальний розчин сахарози більшої і-ої 
комірки вибираємо одну двовимірну прямокутну область (яку може бути 
виділено в розчині сахарози для меншоїу-ої комірки чи в паровій бульбашці, 
але не в області розчину сахарози більшої комірки, оскільки там граничні 
умови мають розривний характер на лівій границі, як видно з рис. 2). Для цієї 
області потрібно знайти аналітичний розв'язок нестаціонарної задачі 
теплопровідності. Для цього сформулювано постановку задачі (початкові та 
граничні умови) та проведено пошук розв'язання цієї задачі для однієї 
області з граничними умовами другого роду. Потрібно знайти аналітичний 
розв'язок нестаціонарного рівняння теплопровідності в двовимірному випадку для 
прямокутної області (рис. 3) [4, 5]: 

ди ( д2и д2и^ 
dt 

= а 
дх2 ду: (1) 
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де u(x,y,t), °С— функція розподілу температури в прямокутній області 
X 

D={(x,y)\xj<x<x2, уі<у<у2} залежно від координат х, у, м та часу t, с; а = , 
с-р 

м/с2 — коефіцієнт температуропровідності; X, Вт/(м-К) — коефіцієнт тепло-• • • 'Я 
провідності; с, кДж/(кг-К)— теплоємність; р, кг/м — густина речовини, з 
неоднорідними граничними умовами другого роду (рис. 1): Міжкристалічний розчин 

сахарози г'-тої комірки 

меншоїу-ої комірки сахарози—парова бульбашка—кристал більшої і-ої комірки 
сахарози—міжкристальний розчин більшої і-ої комірки при масовій кристалізації 

утфелю 

ди 
дх х=х\ 

Hj(f) ди 
ÔX х=х2 

л^у^уг 

(J-2 ( t ) du 
X ' ду У=Уі 

Х[<Х<Х2 

ди 
¥ 

Щ(0 {t> 0), (2) 
У=У2 

X] <Х<%2 

та наступною неоднорідною початковою умовою: 

Ф,У, OL = Ф^'^)' (хі ^х<х2,ух<у<у2). (3) 
Знаходження розв'язку даної задачі проводилось з використанням методу 

розділення змінних Фур'є [4, 5]. Слід зауважити, що безпосередньо застосо-
вувати метод розділення змінних Фур'є для розв'язання поставленої 
нестаціонарної задачі теплопровідності (1)—(3) в даному випадку неможливо 
через неоднорідні (тотожно не рівні нулю) граничні умови (2). Виходячи з 
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цього, задача (1)—(3) була зведена до вигляду, який дає змогу застосувати 
метод Фур'є [4, 5]. Розв'язок задачі (1)—(3) знайшли у вигляді суми двох 
функцій v(x,y,t) та U(x,y,t): 

u(x,y,t) = v(x,y,t) + U(x,y,t), (4) 

У ди H4(t) 

У2 
ду X 

У2 D 

ди Мі(0 ди »2® 
дх а, 

и(х,у,0) 
Я, 
=ф,у) 

дх Я 

Уі Уі 
її H3(t) 

0 X, х2 X 

Рис. 3. Нестаціонарна задача теплопровідності для двовимірної прямокутної 
області D з неоднорідними граничними умовами та неоднорідною початковою умо-

вою 

де функцію U(x,y,t) обрано таким чином, щоб задовольнялись неоднорідні 
граничні умови (2), тобто: 

ÔU 
дх 

м ( 0 QU 
х=хі À дх 

Af,(0 ÔU 

thit) dU 

Уі —У—Уі 
X ду У=У\ 

ду 
MO (t> 0) (5) 

У=Уі л 

Тоді шукана функція U(x,y,t) матиме такий вигляд: 

U(x,y,t) - - 1 
-Xj) 

1 

JC x-(x2- ^ (t) - Xj • (0) + — (ц2 (0 - Иі (0) 

2 

У • {у2 • Из (0 - Уі- Ш (0) + Y • (ц4 (0 - Из (0) 

(6) 

^•(Уі-Уі) 
Отже, з урахуванням граничних умов (2) та початкової умови (3), а також 

вибору функції U(x,y,t), що задовольняє граничні умови (5), шукана функція 
v(x,y,t повинна задовольняти такі граничні умови: 

dv ди dU 
дх Х—Х[ дх Х—Х^ дх 

У] —У—У2 У\ —У—У2 

Х—Х} 

Уі^У^Уі 
= 0, 

ÔV 
дх 

= 0, Х—Х2 
dv 
ду У=У1 
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ї ду 
= 0, (t> 0), (7) 

У=У2 

а також таку початкову умову: 

Ф, у, ou=ф> у» ou "и
 у> oU=

 v(x>у) • 
Відповідно, функція у/(х,у), виходячи з умови (8), буде дорівнювати: 

1 
А/ * Xj j 

X • (х2 • Ні (0) •- X! • ц2 (0)) + у (ц2 (0) - (0)) + 

+ 
^•{Уг-Уі) 

УІУ2- ^з (0) - Л • И4 (0)) + у • 0*4 (°) - ^з (0)) 
(9) 

Диференціальне рівняння теплопровідності для функції v(x,y,t) на основі 
(4) матиме такий вигляді: 

ôv ( д\ д2И 
= а Т + 5 dt la*2 ду2 + а 

Ґд2и д2ил 

дх2 ду' 
SU ( t f v öV 

дх2 ду: 
J dt 

= а + /(х,у,і),(Щ 

де функція f(x,y,t) знаходиться з такого виразу: 
Ґ а2 

f(x,y,t) = a 
2 тЛ д U Ô4J 

дх2 ду2 
dU 
dt 

1 
- Д ї ) 

1 

PC а(ц2(0- щ(0) -х-(х2-ц1 Х0-хгИі ХО)-—• (и2 '(0 - Ні '(0) 

2 
а (ц4 (0 - Из (0) - J • {у2 • Из '(0 -Уі-v4 КО) - у • 0*4 ХО - Ц3 '(0) 

-(11) 

Таким чином, зважаючи на неоднорідність диференціального рівняння 
(10) та неоднорідність початкової умови (8), застосувати метод розділення 
змінних Фур'є для знаходження вже нової шуканої функції v(x,y,t) все ще не 
можливо. Подамо функцію v(x,y,t) у вигляді суми двох функцій vi(x,y,t) та 
v2(x,y,t): 

v(x, у, t) = vl (х, у, t) + v2 (х, y,t). (12) 
Зазначимо, що функція vi(x,y,t) обирається такою, щоб задовольнити 

нестаціонарне однорідне рівняння теплопровідності: 

dvl 

~dt 
= а 

f Î32 Л о V, о V, 1 і 1 

дх2 ду1 (13) 

з такими однорідними (на основі (7)) граничними умовами: 

dvx 

дх 
= 0, 

dvx 

x~xL  

Ух^У^Уі 
дх 

= 0, 
ÔVj 

X—Х2 

У1—У—У2 
ду 

dvx = 0, 
У=Уі ду 

х1<х<х2 

= 0, (14) 
У=У2 

х1<х<х2 
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та такою неоднорідною початковою умовою: 

Vi (x,y,t)[=0 = у ( х , у ) , (15) 

враховуючи, що функція ц/(х,у) знаходиться з виразу (9). 
Тоді, з урахуванням умов для функції vi(x,y,t), функція V2(x,y,t) буде задо-

вольняти таке нестаціонарне неоднорідне рівняння теплопровідності: 

dv2 

dt 
= а 

( а2 Л ' dv2 

v дх1 ду' 
+ f(x,y,t), (16) 

У 
з такими однорідними граничними умовами: 

ÔVn 

дх 
dv7 

х=хі дх 
Уі -У-У2 

dv0 
= 0 ' ^ Г х=хг Qy 

УІ—У—У2 
У=У\ 

Х| <X<Xj 

= 0, 
ду У=У2 

= 0, (t> 0), (17) 

та такою однорідною початковою умовою: 

v2(x,y,t) L = 0. (18) 

Оскільки через вибір функції U(x,y,t) (6) граничні умови (14) вже 
однорідні, то при безпосередньому застосуванні до задачі теплопровідності 
(13) (15) методу розділення ЗМІННИХ Фур 'є розв'язок для функції Vi(x,y,t) 
матиме такий вигляд [5]: 

ш=0и=0 

ґ \2 f І тп І І тш 

х2 Х1 Уг~У\ 
(19) 

де коефіцієнти Ат п, (т > 0,п > 0) знаходяться з таких виразів: 
j 1 * 2 У 2 

4),о - (20) 
Х2 У 2 УІ х, у, 

4.0=— — î î v f e r O - c o ( т > І ) , (21) V — Y т; — м J J V — V х2-*1 У2-У1 Ъ У\ 
х2у2 

Х2 Xj 

4),п =— — f f v f e r O - c o s ^  Уі)а&\, (и>1) , (22) 
у у •»» - і? J J - і» - і ; У 2 Уі 

Ап,п -

хі Уі У2~Уі 

Х2 Ъ У2 Уі *1 Л х2 

126 Наукові праці НУХТ 2014. Том 20, №2 



ПРОЦЕСИ І АПАРАТИ ХАРЧОВИХ ВИРОБНИЦТВ 

• c o s n 7 l ( T ] ~ y i ) d ^ d r \ , (т,п > 1 ) . ( 2 3 ) 
Уі-Уі 

Розв'язок задачі теплопровідності (16)—(18) для функції V2(x,y,t), у свою 
чергу, можна записати в такому вигляді [6]: 

= (24) 
т=0 п=0 Х2 Х\ У 2 У\ 

де, відповідно, коефіцієнти Т2 (t\ (m > 0,п > 0), знаходяться з таких 
виразів: 

г 
t -а 

т% / \ пя 
(t-T) 

T2mn(t) = \e ^X2~XlJ ./щя{ т )Л, (т,п> 0). (25) 
о 

Коефіцієнти f (t), (m > 0, п > 0) визначаються з таких виразів: 

/о,о(0 = — 2 і / л ^ ^ О ^ л , (26) Х2 Х1 У2 Уі X, у, 

Л.0(0 = — — Î Î / f e Л,0 • cos т п ( ї " X l ) d&n , (m > 1) ,(27) V — V 1> — Л) J J V — V X2 X\ У 2 УI X; Уі
 X2 X1 

/ o * ( 0 = — — î î / f e ^ O - c o s ^ Z * ) ^ , ( „ > i ) , (28) 

fm,n (0 - _ _ J J л> t ) • c o s _ • X2 X 1 У 2 Уі Xl Уі X2 X1 

•cos (т,и>1) (29) 
Л - л 

де функція f(x,y,t) в підінтегральних виразах (26)—(29) записується на 
основі виразу (10). 

Остаточно розв'язок вихідної нестаціонарної задачі теплопровідності 
(1)—(3) на основі (4) та (12) буде записано через суму функцій: 

и(х, y,t) = U(х, у, t) + vl (х, у, t) + v2 (х, у, t), (30) 

де функція U(x,y,t) представлена виразом (6); функція vx{x,y,t) — виразом 
(19), де коефіцієнти Атп ,(т>0,п>0) знаходяться з виразів (20)—(23); 
функція v2(x,y,t) — представлена виразом (24), де шукані коефіцієнти 
Т2 (t), (m > 0, п > 0) та fm n (t), (m > 0, n > 0) знаходяться, відповідно, з 
виразів (25) та (26)—(29). 
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Висновки 
Створено тривимірну комірчасту модель кристал цукру меншої комірки— 

розчин сахарози меншої комірки—парова бульбашка—розчин сахарози бі-
льшої комірки—кристал цукру більшої комірки. Зроблено перехід від триви-
мірної моделі до двовимірної моделі. Виділено одну область і для неї знайде-
но аналітичний розв'язок нестаціонарної задачі теплопровідності з гранич-
ними умовами другого роду та неоднорідною початковою умовою. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 
ТЕПЛООБМЕНА МЕЖДУ ЯЧЕЙКАМИ САХАРОЗЫ НА 
ОСНОВЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С 
НЕОДНОРОДНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
ВТОРОГО РОДА И НЕОДНОРОДНЫМ НАЧАЛЬНЫМ 
УСЛОВИЕМ 

Т.М. Погорелый 
Национальный университет пищевых технологий 

В статье представлено создание математической модели процесса тепло-
обмена между ячейками сахарозы и паровым пузырьком. Модель создана на 
основании ячеистой модели и рассматривается для следующей системы: 
кристалл сахара меньшей ячейки—раствор сахарозы меньшей ячейки— 
паровой пузырек—раствор сахарозы большей ячейки—кристалл сахара 
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большей ячейки в трехмерном случае. Для нахождения аналитического ре-
шения нестационарной задачи теплопроводности произведен переход от 
объемной модели к двухмерной, в которой выделена одна область, которая и 
рассматривается в данной статье. 

Ключевые слова: ячеистая модель, теплообмен, нестационарное уравнение, 
аналитическое решение. 
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