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Конструкції п’єзоелектричних перетворювачів, які широко використо­
вуються в ультразвуковій техніці, часто містять в собі металічні шари 
для підвищення жорсткості конструкції, а також для підводу електрич­
ної енергії. Такий перетворювач можна вважати неоднорідним тілом, 
яке складається із електропровідних пружних і діелектричних п’єзо- 
пружних шарів. Переміщення и,- та електричний потенціал <р в такому 
тілі повинні бути неперервними функціями координат Хі ( і =  1, 2, 3).

Метод скінченних елементів для розв’язання задач електропруж- 
ності використовується в роботах [4, 5]. При гармонічних коливаннях 
ці задачі зводяться до мінімізації функціоналу [1]:

І («!, иг, «з, ф) =  £ -п-(аиеи  — й іЕ і  —  ра)*и,и,) (IV —
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при умові, що функції и\, и2, «з, ф задовольняють задані граничні умо­
ви. Тут V — об’єм, який займає тіло; 5 а — поверхня тіла, на якій з а ­
дані поверхневі навантаження; Р і — складові зовнішнього поверхне­
вого навантаження; 5  — поверхня п’єзоматеріалу; — густина віль­
ного заряду на поверхні п’єзоматеріалу; со — частота гармонійних ко­
ливань. Тензори напружень сг,у, деформацій є,-/ і вектори електричної 
індукції Оіу електричної напруженості зв’язані з вектором перемі­
щень і електричним потенціалом залежностями [1]

°И  — сіік1^к1 ет п ц Е т ’ В  і — е ік£кІ єі т Е т » (2)

—4(^+Йг)-£'— £• <3)
де використано прийняті позначення для жорсткісних коефіцієнтів, 
п’єзоконстант і діелектричних проникливостей.

На зовнішній поверхні ш ^уватого  тіла задаються механічні гра­
ничні умови — переміщення або розподілені навантаження на ділян­
ках 5 М і 5 а поверхні 5

ііі =  «і на 5 Ц, (4)

о і]п] =  Р г на 5 а. (5)

Електричним опором провідників будемо нехтувати і електричний 
потенціал в усіх точках провідника вважати однаковим. На провідни­
ках може задаватись електричний потенціал або електричний заряд, 
який змінюється в часі за гармонійним законом; при цьому загальний 
заряд тіла будемо вважати незмінним. Граничні умови для гґєзокера- 
міки на поверхні, яка є спільною границею 5, з провідником, будуть 
мати вигляд

Ф =  <Р<. (6)
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де ф» — задане значення потенціалу на і-му провіднику, або

І ЯА* =  (їь Ф =  фс* (7)

де — заданий заряд на цьому провіднику; фс — невідоме значення 
потенціалу. На вільній поверхні п’єзоматеріалу приймається,, що гус­
тина вільного заряду <7* дорівнює нулю. Це дозволяє записати функ­
ціонал (1) у вигляді

/  (« ! ,  и 2, м3, ф) =  Г 1 (а и еи  —  О іЕ і  —  р с о ^ щ )  (IV  —

V 2

N
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де ДГ — кількість провідників з невідомим значенням потенціалу.
Оскільки електричне поле зосереджене в п’езоматеріалі, то в елек­

тропровідних шарах скінченної товщини функціонал (8) не залежить 
від

/  («!, «2, «з) =  Г - і .  (оиги  — рй>2и,и,) (IV — ] (9)
V ^ 5а

Напилені тонкі електропровідні шари враховуються тільки при 
формулюванні електричних граничних умов і не враховуються їх ма­
са і механічний опір.

Розсіювання енергії і розігрів п’єзокерамічних тіл при коливан­
нях враховується шляхом використання в’язкопружних моделей мате­
ріалу [2, 3], що приводить при гармонічних коливаннях до комплекс­
ного зображення характеристик матеріалу і амплітудних значень век­
тора переміщень і електричного потенціалу; при цьому питома потуж­
ність розсіювання енергії визначається за формулою

°  = - | г  +

а для визначення температурного поля Т чисельно розв’язується зада­
ча теплопровідності.

В задачах з граничними умовами вигляду (7) значення потенціа­
лу ф на провіднику потрібно визначити. Для розв’язку такої задачі в 
роботі [4] пропонується підхід, при якому в рамках загальної проце­
дури методу скінченних елементів будується розв’язуюча система ал­
гебраїчних рівнянь без врахування умов еквіпотенціальності, а потім 
ця система перетворюється шляхом виключення зайвих ступенів віль­
ності. Одержана система рівнянь, залишаючись симетрично, має 
менший порядок, але ширина стрічки ненульових елементів при 
цьому суттєво збільшується. В роботі [6] для реалізації гранич­
них умов (7) запропоновано в скінченних елементах для діелектри­
ка, які прилягають до еквіпотенціальної поверхні, використати проб­
ні функції, які задовольняють умови сталості потенціалу вздовж екві­
потенціальної поверхні, що приводить до тієї ж системи розв’язу­
ючих рівнянь.

Цей самий результат можна одержати прямим використанням зви­
чайного підходу методу скінченних елементів, при цьому гранична умо­
ва (7) враховується при визначенні глобального вектора невідомих 
для задачі — в ньому тільки одна невідома зображує потенціал в усіх 
вузлах на еквіпотенціальній поверхні. Вигляд глобальної матриці сис­
теми рівнянь, яка відповідає цьому вектору, залежить від порядку ну­
мерації невідомих в ньому. Стрічкову форму матриці, яка необхідна 
для ефективного розв’язку задачі, можна одержати, тільки в окремих 
випадках. В загальному випадку можна одержати матрицю блоково­
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го типу, коли тільки основний блок приводиться до стрічкового типу. 
Д ля  цього невідомі для потенціалів на провідниках необхідно розта­
шувати в кінці глобального вектора невідомих, а положення невідо­
мих, які відповідають іншим ступеням вільності в вузлах сітки, вибра­
ти із умови мінімуму ширини стрічки в блоці, що відповідає цим 
елементам.

Для апробації і оцінки точності‘описаного підходу розглянемо за ­
дачу про електропружні коливання тришарової пластини. Кругла 
стальна пластина радіусом 160 мм та товщиною 6 мм з обох боків

покрита п’єзокерамічними шарами 
товщиною 6 і 12 мм. Матеріал шарів— 
ЦТСтБС-2 [7]. Вектор попередньої 
поляризації в кожному шарі має нап-

20 п
О З 6 9 12 15 18 1, мм 0 З

Рис. 1. Зміна електричного потенціалу за товщиною 
Рис. 2. Температура розігріву циліндричної оболонки

12 2,мм

рям, перпендикулярний до поверхні стальної пластини, тобто п’єзоке- 
рамічні шари поляризовані в протилежних напрямках. Поверхневий 
електрод товстої пластини заземлений, електричний потенціал на ньо­
му вважається рівним нулю. На поверхневому електроді тонкої п’єзо- 
керамічної пластинки задана електрична напруга, яка змінюється за 
гармонійним законом з амплітудою 20 В.

Для розрахунків використовувався метод скінченних елементів з 
трикутними тривузловими елементами. При розбивці прямокутної об­
ласті, яка відповідає половині діаметрального перерізу, сіткою з 413 
вузлами для пластинки, жорсткозакріпленої по контуру визначена ре­
зонансна частота /=1602 ,1  Гц.

При вимушених коливаннях з частотою 1600 Гц, які викликані 
електричною напругою 20 В, на металевій пластині встановлюється 
напруга 13,42 В. Це значення використано при перевірці розрахунків, 
де при цьому напруга 13,42 В задавалась на внутрішніх поверхнях п’є­
зоелектричних шарів. Із збігу результатів випливає, що перетворення 
матриці системи розв’язуючих рівнянь, виконане в першому розрахун­
ку, не приводить до втрати точності розв’язку. Ці ж результати для 
задачі по визначенню невідомого потенціалу на електроді можна одер­
жати за методикою розрахунку п’єзокерамічних елементів з заданими 
значеннями потенціалу на електродах. Для цього замість металевого 
шару вводиться діелектричний шар, характеристики жорсткості Сц 
якого збігаються з характеристиками жорсткості металу, а діелектрич­
ні проникливості є,і збільшуються на кілька порядків порівняно з їх 
величинами в суміжних п’єзокерамічних шарах. Одержане в розрахун­
ках поле в такій багатошаровій конструкції буде неперервним і в 
зовнішніх п’єзокерамічних шарах буде близьким до попереднього рів­
ня, а поле Е  в фіктивному п’єзокерамічному шарі буде близьким 
до нуля.

Результати розрахунку, проведеного при е*ц =  е*зз= Ю9-ео, збігли­
ся з результатами попередніх розрахунків. Це дає змогу використати
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програми розв’язання задач електропружності з заданими електрични­
ми граничними умовами на електродах для розв’язування обернених 
задач, в яких визначається потенціал на електродах і виконується ін­
тегральна гранична умова (7).

Зміна електричного потенціалу по товщині у трьох перерізах плас­
тини при /? = 0 ,  /? =  80 мм та / ? =  160 мм наведена на рис. 1 відповід­
но суцільними, штриховими та штрих-пунктирними лініями.

Для ілюстрації можливості розв’язку задач термоелектров’язко- 
пружності для багатошарових тіл розглянута задача про коливання 
біморфного циліндра. Розглянутий циліндр довжини ЗО мм, середнього 
радіуса 10 мм та товщини 4 мм. Його коливання збуджуються змін­
ною електричною напругою 0  =  ± 1 5  В, прикладеною до електродів 
на зовнішній та внутрішній поверхнях циліндра. В одношаровому ци­
ліндрі з поляризацією по товщині важко збуджуються коливання зги­
ну. Для їх ефективного збудження використовується біморфна кон­
струкція, в якій циліндричною поверхнею радіуса 10 мм розділяються 
зони з протилежним напрямком поляризації. Розрахунок проводився 
при частоті <о=347650 1/с, близькій до частоти резонансу згину.

Густина матеріалу §  дорівнювала 7520 кг/м3. Початкова темпера­
тура та температура навколишнього середовища прийнята рівною 
20 °С; коефіцієнт теплопровідності Х =  1,25 Вт/м-град; коефіцієнт тем­
пературопровідності а =  0,4*10_6 м2/с; коефіцієнт тепловіддачі на вну­
трішній і зовнішній поверхнях а =  300 В т/м 2-град.

Графік зміни усталеної температури на серединній поверхні зо­
бражено на рис. 2. Найбільшого значення температура досягає в тор­
цевому перерізі циліндра, оскільки в цьому перерізі при згині найбіль­
ша амплітуда коливань і, відповідно, дисипативна функція набуває 
найбільшого значення.
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Приведена вариационная формулировка задач, в которьіх граничньїе условия на по- 
верхности пьезоматериала заданьї в интегральной форме — на злектродах задается об- 
щич заряд, а значение злектрического потенциала подлежит определению. Методом 
конечних злементов решеяьі задачи о колебаниях трехслойной пластинки и диссипатив- 
ньій разогрев двухслойного цилиндра.

ТНе агіісіе ргезепіз а уагіаііопаї Гогшиїаііоп оі ргоЬІегпз шЬегеіп Ьоипйагу сопсііііопз 
оп іЬе зигГасе оГ а ріегошаіегіаі аге £іуєп іп ІЬе іпіедгаї ї о г т — оп еіесігосіез іНе Іо- 
іаі сНаг^е із £іуєп ^Ьііе ІЬе уаіие оГ ап еіесігісаі роіепііаі І5 Іо Ье гіеіегтіпегі. Ву ІЬе 
теіНо<і оГ Гіпііе еіетеп із іНе ргоЬІешз аЬоиі. уіЬгаІіоп о? а іЬгееІауегегі ріаіе апсі сііз- 
зіраііуе Ьеаііпд ир а ітуо-зЬєіі суііпгіег Ьауе Ьееп зоіуєсі.
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