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Изучаются знергетические спектрьі сверхрешетки (СР) Тью-Морса на основе монослойного графена 
при наличии в нем запрещенной зоньї. Решетка состоит из прямоугольньїх барьеров, расположенньїх 
вдоль оси Ох. Апериодическую модуляцию Тью-Морса предлагается осуществить за счет различия в 
значеннях шириньї запрещенной зони в разньїх злементах СР. Показано, что зффективное расщепление 
разрешенньїх зон (и тем самьім образование ряда запрещенньїх зон) под действием апериодического 
фактора реализуется как при наклонном, так и при нормальном падении злектронной волньї на поверх-
ность СР. Спектрьі вьіявляют свойство периодичности в зависимости от вьісотьі потенциальньїх барье-
ров. В отдельньїх участках спектра расщепление зон происходит согласно инфляционному правилу Фи-
боначчи в каждой новой генерации. Как и в периодических СР на основе графена, во всех генерациях 
Тью-Морса образуется запрещенная зона, связанная со сверхрешеточной дираковской точкой. Ее шири-
на существенно зависит от параметров задачи; в то же время положение зтой зоньї на оси знергий слабо 
зависит от значення массового слагаемого в гамильтониане и не зависит от периода СР. Зависимость 
спектров от утла падения злектронной волньї на решетку незначительна. 

Вивчаються енергетичні спектри надгратки (НГ) Тью-Морса на основі моношарового графену при 
наявності в ньому забороненої зони. Гратка складається з прямокутних бар'єрів, розташованих уздовж 
осі Ох. Аперіодичну модуляцію Тью-Морса пропонується здійснити за рахунок відмінності в значеннях 
ширини забороненої зони в різних елементах НГ. Показано, що ефективне розщеплення дозволених зон 
(і тим самим утворення ряду заборонених зон) під дією аперіодичного фактора реалізується як при по-
хилому, так і при нормальному падінні електронної хвилі на поверхню НГ. Спектри виявляють властивість 
періодичності залежно від висоти потенціальних бар'єрів. В окремих ділянках спектра розщеплення зон ві-
дбувається згідно з інфляційним правилом Фібоначчі в кожній новій генерації. Як і в періодичних НГ на 
основі графену, у всіх генераціях Тью-Морса утворюється заборонена зона, пов'язана з надгратковою діра-
ківською точкою. Її ширина істотно залежить від параметрів задачі; в той же час положення цієї зони на осі 
енергій слабо залежить від значення масового доданка в гамільтоніані і не залежить від періоду НГ. Залеж-
ність спектрів від кута падіння електронної хвилі на гратку є незначною. 

РАС8: 73.21.С<1 Сверхрешетки; 
73.63.-Ь Злектронньїй транспорт в наноразмерньїх материалах и структурах. 
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Введение 

Как известно, полупроводниковьіе сверхрешетки 
(СР) могут играть существенную роль в регулировании 
злектронньїх процессов в различньїх приборах совре-
менной злектроники (см., например, [1]). Позтому изу-
чению физических свойств СР уделялось и уделяется 
большое внимание. Рассматриваются СР различньїх 

типов: строго периодические , разупорядоченньїе, ре-
шетки с дефектами и пр. Особое место среди СР зани-
мают структури , промежуточньїе между периодиче-
скими и неупорядоченньїми, например СР Фибоначчи, 
Тью-Морса . З т о связано с их необьічньїми свойствами, 
такими как самоподобие, канторова природа знерге-
тического спектра и др. [2-6] . В свою очередь аперио-
дические цепи Т ь ю - М о р с а по своим параметрам нахо-
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дятся в промежутке между классическими квазиперио-
дическими цепями Фибоначчи и неупорядоченньїми 
системами (см. [2-6]). Позтому изучению структур 
Тью-Морса уделяется немалое внимание. Следует 
иметь в виду, что в литературе для общности их часто 
относят к квазипериодическим обьектам. 

С другой сторони, начиная с 2004 года пристальное 
внимание привлекают к себе структури на основе гра-
фена, что естественно обьясняется его нетривиальньї-
ми свойствами, в том числе злектронньши. Достаточно 
назвать аналогию л-злектронов графена с безмассовьі-
ми дираковскими фермионами при низких знергиях 
(формально описьіваемьіми безмассовьім уравнением 
Дирака), линейньїй закон дисперсии, свойство кираль-
ности, клейновское туннелирование, вьісокую подвиж-
ность, баллистический транспорт, необьічньїй квантовьій 
зффект Холла и т.д. [7-Ю]. Следует также отметить, 
что графен — перспективний материал в современной 
злектронике с точки зрения заменьї кремниевой техно-
логии, развитие которой подошло к своєму пределу, 
графеновой. Очевидно, что в силу указанньїх обстоя-
тельств изучение физических свойств сверхрешеток на 
основе графена является актуальной задачей (см., на-
пример, [11-18]). В частности, в работах [13,14] пока-
зано, что в графеновьіх СР обнаруживается новая ди-
раковская точка и соответствующая ей запрещенная 
зона; она определяется через нулевое значение усред-
ненного волнового числа. В указанньїх работах де-
тально изученьї свойства зтой новой щели в различньїх 
графеновьіх СР. (Для краткости данную запрещенную 
зону будем називать «сверхрешеточной дираковской», 
а другие щели в знергетическом спектре строго перио-
дической СР, а также аналогичние им щели в СР Фи-
боначчи — брзгговскими.) 

Предложен и практически реализован ряд методов 
создания графенових СР [19-21]. Отметим, что важно 
получать такие СР на графене, в которнх в знергетиче-
ском спектре существует запрещенная зона, поскольку 
именно ее наличие играет ключевую роль в создании 
полупроводниковнх приборов транзисторного типа. 
Позтому определеннне усилия прилагаются к созда-
нию графенових структур с достаточно широкой за-
прещенной зоной. С помощью различньїх методов — 
использование графенових нанолент, взаимодействие 
с подложкой и др. — уже достигнути существенние 
результати [22-27]. В частности, химическими мето-
дами удалось получить ширину щели, равную несколь-
ким десятим злектрон-вольт [25]. 

Существует лишь несколько работ, посвященних 
изучению свойств квазипериодических СР на основе 
графена. В частности, в статье [31] рассматривается 
квазипериодическая модуляция Фибоначчи, созданная 
за счет разних ширин барьеров и квантових ям. Расчет 
проводится для бесщелевого графена на основе без-
массового уравнения Вейля-Дирака. Показано, что при 

наклонном падении злектронов возможна квазиперио-
дическая модуляция спектров. Аналогичная работа по-
священа графеновим сверхрешеткам Тью-Морса [32]. 

Конкретизация постановки задачи и метод 
вьічисления спектров 

В настоящей работе ми изучаем знергетический 
спектр сверхрешеток Тью-Морса на основе графена в 
континуальной модели. Квазипериодическая модуля-
ция вдоль оси Ох создается за счет разних ширин за-
прещенних зон, или, другими словами, за счет массо-
вого слагаемого в гамильтониане А; оно принимает 
одно из двух различньїх значений в разних злементах 
в цепи СР согласно закону Тью-Морса. (Подобное 
предложение для создания СР рассматривалось, в ча-
стности, в работе [18].) Главньш образом исследуются 
СР, в которнх по апериодическому правилу Тью-Морса 
чередуются участки бесщелевого и щелевого графена. 
В силу существенного прогресса в технологии создания 
щелевих графенових структур ми варьируем значення 
А в достаточно широких пределах; природа слагаемого 
А в гамильтониане, как уже указивалось, может бить 
различной. Главная цель данной работи — виявление 
основних черт спектров графенових сверхрешеток 
Тью-Морса в относительно простой модели (в частно-
сти, без учета наличия границ, дефектов, возможно, 
более точного закона дисперсии, взаимодействия злек-
тронов и т.д.). 

Рассмотрим СР, построенную из двух з лементові а 
и Ь (рис. 1). Оба злемента содержат квантовую яму 
шириной XV и потенциальний барьер шириной сі, висота 
барьера обозначена Уа и Уь для а и Ь злементов соот-
ветственно. СР строится согласно правилу Тью-Морса: 
а-аЬ, Ь-Ьа. Таким образом, например, для четвертой ге-
нерации (секвенции) Тью-Морса имеем = аЬЬаЬааЬ. 
Условия прохождения злектронной волни через СР, 
построенную для ІУ-й генерации Тью-Морса, опреде-
ляются периодом данной генерации. Интервали знер-
гии Е, для которнх козффициент трансмиссии злек-
тронов через решетку Т(Е) близок к единице, 
образуют разрешенньїе зони в знергетическом спек-
тре, участкам же знергии с Г « 1 отвечают запрещен-
ньіе зоньї. Козффициент Т можно рассчитать методом 
трансферних матриц, виразив его либо через функции 

а 

сі сі 

Рис. 1. Сверхрешетка, построенная из злементов а и Ь\ XV — 
ширина квантовой ямьі, сі — ширина потенциального барье-
ра, V— вьісота барьера. 

Ь 

Уь'^ь 
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Грина, либо через волновьіе функции. Последние на-
ходятся из соответствующего задаче уравнения дира-
ковского типа: 

(1) 

где Ур «10 м/с — скорость Ферми; р = (рх,ру) — 
оператор импульса; а = ( о х , о у ) , а х , о у , с у 2 — матри-
цьі Паули для псевдоспина; У(х) — внешний потенци-
ал, зависящий лишь от координати х; І — единичная 
двумерная матрица; массовое слагаемое обозначаем, 
как зто принято в литературе, символом А. Функция ¥ 
представляет собой двукомпонентньїй псевдоспинор 
¥ = [*¥Л ,Ч /

в]Т , Ч 'А ,Ч 'В — огибающие функции для 
графеновьіх подрешеток А и В; Т — символ транспо-
нирования. Предположим, что потенциал У(х) состоит 
из периодически повторяющихся прямоугольньїх 
барьеров вдоль оси Ох, причем внутри каждого у-го 
барьера ^(л:) = соп8І. Тогда, учитьівая трансляцион-
ную инвариантность решения по оси Оу, можно запи-

'а,в 
получаем 
сать Ч Л п = и из уравнения (1) для ^ А В 

сіх 
^ + ( к 2 - к 2 ) Ч > А > в = 0 , (2) 

г д е * у = ві &(5]+)[(Е-У])2-А2]1,2/(УРП); * ± = Е - У ( Х ) ± А . 

Если представить решения для собственньїх функ-
ЦИЙ \|І А,в в виде суммьі плоских волн, движущихся в 
прямом и обратном направленнях вдоль оси Ох, то 
получим 

^ :Х Г О . У ^ і 11 у (3) 

0,08 0,16 0,24 0,32 0,40 
Е, зВ 

Рис. 2. След-карта начальних генерацнй Тью-Морса. Цифрьі 
вдоль вертикальной оси нумеруют секвенции. 

марная ширина уменьшается с переходом к каждой 
вьісшей генерации. Спектрьі вьісших порядков сильно 
фрагментированьї. Число зон на фиксированном уча-
стке спектра зависит как от уровня генерации, так и от 
параметров СР. 

Для анализа определенньїх спектральних законо-
мерностей удобно вьіделить некоторьіе фрагменти 
спектра, например интервал знергии между точками Б 
и В на рис. З, на котором представлена зависимость 
козффициента Т от знергии для тех же параметров, что 
и на рис. 2 (в отличие от полупроводников с параболи-
ческим законом дисперсии, в которьіх для анализа 
обьічно используется вся подбарьерная область знер-
гий [28-30]). 

где = 8 І § п ( $ у + ) ^ к ] - к 2 , если к) >к2,ид] = іу]к2-к2 

в противном случае, = {±^^ +іку)/ку, верхняя стро-

ка в (3) относится к подрешетке А, нижняя — к В. Ко-
зффициент трансмиссии злектронов через решетку Т 
можно найти в результате сшивания волновьіх функ-
ций на границах барьер-яма. Поскольку зта процедура 
неоднократно описьівалась в литературе (см., напри-
мер, [12-18]), не будем на ней останавливаться. 

Анализ полученньїх результатов 

На рис. 2 представлена след-карта для начальних 
секвенций Тью-Морса, значення параметров таковн: 
ку ~ 0; Уа = Уь = 0,16 зВ; сІ = м/ = 4,5 нм; А„ =0,08 зВ; 
А^ = 0 . На зтом рисунке (и последующих) видно, что 
предложенньш в данной работе способ апериодиче-
ской модуляцші сверхрешетки — за счет разньїх зна-
чений ширин запрещенной зони в разньїх злементах 
решетки — весьма зффективен при нормальном па-
дении квазичастиц на СР. С ростом уровня итерации 
наблюдается расщепление разрешенннх зон, и их сум-

- 1 0 

о 

- 2 0 

Е, зВ 
0,08 0,16 0,24 

ір* ц 

в 

0,32 
" Ч т 

0,40 

В 

Рис. 3. Фрагмент зависимости 1о§ Т от знергии Е для третьей 
секвенции Тью-Морса. Значення параметров такне же, как 
на рис. 2. 
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Известно, что апериодические цепи Тью-Морса име-
ют некоторьіе свойства, характерньїе для классических 
квазипериодических структур Фибоначчи [6]. Зто ин-
тересное обстоятельство наблюдается и в изучаемьіх в 
данной работе сверхрешетках: так, число зон в интер-
вале БВ растет с каждой новой генерацией СР в со-
ответствии с инфляционньїм правилом Фибоначчи 

- +2дг_2 (для взятьіх на рисунках параметров 
имеем последовательность числа зон 2, 4, 6, 10, ...). 

Заметим, что в спектрах на рис. З вьіделяются щели, 
ширина которьіх существенно больше, чем ширина 
других щелей, например запрещенньїе зоньї с центра-
ми в точках В и Б на рис. З (обозначим их как зоньї В и 
Б). Рассчитав спектрьі строго периодической СР для 
тех же параметров, можно убедиться, что в них єсть 
точно такие (по ширине и расположению на оси знер-
гий) щели, как зоньї В и Б. Зто означает, что за на-
личие широких (при определенном фиксированном 
наборе значений параметров Д, У, сі, зон отвечает 
фактор периодичности решетки, а фактор апериодич-
ности Тью-Морса приводит к образованию ряда узких 
щелей в спектре и, в частности, в интервале БВ. Ниж-
няя (по знергии) из зтих широких зон получила в лите-
ратуре название зоньї, связанной с «новой» («необьіч-
ной» или «дополнительной») дираковской точкой [13,14], 
а верхняя является брзгговской зоной. Для удобства 
первую из них називаєм сверхрешеточной дираков-
ской. Как показьівают расчетьі, ее месторасположение 
на оси знергий практически одинаково для всех сек-
венций СР Тью-Морса и незначительно зависит от 
величин АА,АЬ. Характерним для зтой щели єсть то, 
что, как и в случае строго периодической СР [13,14], 
ее локализация не зависит от периода решетки с1 + \у. 
Для решетки с параметрами Уа = Уь, сі = и> середина 
зтой зони ЕГ> « V12 во всех генерациях. Положение 
всех других щелей зависит от периода СР, как зто вид-
но на рис. 4. 

В то же время следует иметь в виду, что ширини 
сверхрешеточной дираковской (Б) и брзгговской (В) 
зон существенно зависят от параметров задачи. Так, 
для значення Уа = Уь =0,32 зВ получаем спектр на 
рис. 5, в котором брзгговская зона шире, чем дираков-
ская, в отличие, например, от рис. 2. 

Обратим внимание на то, что изучаемие спектри 
проявляют свойства периодичности в зависимости 
от висоти потенциального барьера V. На рис. З и 5 
представлени спектри, отличающиеся значеннями 
УА1 = УЬХ = 0,16 зВ и УА2 = УЬ2 = 0,32 зВ. Зто два харак-
терних високосимметричних спектра, структура кото-
рнх периодически повторяется при изменении У: 
с ростом У первьій спектр трансформируется во вто-
рой, через интервал АУ « 0,3 зВ (для данньїх фиксиро-
ванньїх параметров) повторяет свою структуру и т.д. 

Следует также отметить, что наиболее зффективное 
расщепление расширенннх зон с образованием наибо-

ьд о 

Рис. 4. Фрагмент зависимости 1о§ Т от знергии Е для третьей 
генерации Тью-Морса при различньїх значеннях сі, и>: 
сплошной линии соответствует значение сі = XV = 4,5 нм; 
штриховой — сі = XV = 6 нм; остальньїе параметри, как 
на рис. 2. 

лее широких щелей происходит в окрестности потолка 
барьера (Е « У), что видно на приведенних рисунках. 

В силу того, что различие в значеннях параметра А 
является ключевнм для формирования апериодической 
модуляции Тью-Морса, представляет интерес проана-
лизировать спектри при разних значеннях величини 
Аа-Аь. С уменьшением разници между Аа и А^ = 0 

0,64 

Рис. 5. Фрагмент зависимости 1о§ Т от знергии Е для третьей 
генерации Тью-Морса при значений У = 0,32 зВ, остальньїе 
параметри, как на рис. 2. 
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наблюдается сужение щелей, возникающих в результа-
те действия квазипериодического потенциала вплоть 
до их полного исчезновения при Аа - Аь, т.е. в случае 
строго периодической бесщелевой СР. Основньїе щели 
— дираковская и брзгговская — при зтом заметно рас-
ширяются. Заметам, что суммарная ширина щелей в 
одном периоде СР при изменении значений Аа - Аь 

сохраняется. 
Если же зафиксировать значение щели в злементе Ь, 

например Аь = 0,08 зВ, и уменьшать разницу Аа -Аь 

за счет увеличения Аа, то при зтом спектри изменяют-
ся следующим образом: ширини зон, возникших в ре-
зультате апериодической модуляции, уменьшаются, но 
ширини брзгговской и сверхрешеточной дираковской 
растут; при Аа = Аь= 0,08 зВ образуется спектр, соот-
ветствующий щелевой периодической сверхрешетке. 
Заметам, что суммарная ширина щелей в одном пе-
риоде СР при изменении значення Аа в зтом случае 
сохраняется. Сужение зон происходит почти по линей-
ному закону с разними козффициентами линейности 
для конкретного набора параметров задачи. 

Рассматриваемие знергетические спектри графено-
вих СР Тью-Морса малочувствительни к углу падения 
злектронной волни. Максимальное расширение на-
блюдается у сверхрешеточной дираковской зони и для 
типичних значений параметров задачи оно не преви-
шает 5%; другие зони изменяются совсем незначи-
тельно. Положение зон не зависит от угла падения 0. 

Указанние обстоятельства упрощают качественний 
анализ зависимости кондактанса О изучаемой системи 
от знергии квазичастиц Е. При низких температурах 
для расчета величини О обично используется формула 
Буттикера-Ландаузра 

я/2 
О = О0 | Т С08 О сів, 

о 
У У 

где О0 =2е турЬу/И ; Ьу — ширина графенового об-
разца по оси Оу; е — злементарний заряд; т — масса 
злектрона. Из изложенного више и вида подьште-
гральной функции очевидно, что зкстремуми функции 
С(Е) соответствуют зкстремумам на зависимости Т(Е). 
Следовательно, сверхрешеточная дираковская щель да-
ет на зависимости С(Е) минимум, положение которого 
не зависит от периода решетки сі + и>, но в то же время 
чувствительно к отношению сі / XV. Таким образом, из-
меняя параметри сверхрешетки Тью-Морса, можно 
регулировать ее кондактанс в широких пределах. 
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Спектрьі трансмиссии злектронов через графеновую сверхреилетку Тью-Морса 

Тгапзтіззіоп зресіга ої еіесігопз іИгоидИ 
ЇІіе ТИие-Могзе дгарНепе зирегІаШсе 

А.М. КогоІ 

ТЬе 1гап8шІ58Іоп зресіга оГ їЬе ТЬие-Могзе 
зирегіаііісе (8Ь) Ьазесі оп а шопоіауег §арресІ 
§гарЬепе аге іпуез1:І£аІесі. ТЬе 8Ь сопзізіз о£ гесіап-
§и1аг Ьаггіегз ІосаїесІ а1оп§ іЬе Ох ахіз. ТЬе ТЬие-
Могзе арегіосІіс шосіиіаііоп із ргорозесі іо Ье геаііхесі 
сіие Іо іЬе сіійегепсе іп уаіиез оґ їЬе §ар луісКЬ іп сІі£-
Гегепі 8Ь еіетепіз. її із зЬоууп іЬаї іЬе єіїєсїіує зрііі:-
Ііп§ оґ іЬе а11о\уес1 ЬапсІз (апсі іЬегеЬу іЬе агізіп£ оГ а 
8егіе8 оГ §арз) із оЬзєгуєсі ипсіег іЬе іпйиепсе о£ іЬе 
арегіодіс іасіог іп іЬе сазе о£ погшаї іпсісІепсе о£ ІЬе 
еіесігоп \уауе оп ІЬе 8Ь аз \ує11 аз іп ІЬе сазе о£ 
оЬІіцие іпсісІепсе. ТЬе зресіга аге регіосіісаі шіЬ ро-

їепііаі Ьаггіег Ьеі§Ьі. Іп зоше ге^іопз оГ ІЬе зресіга, 
ІЬе зр1іиіп§ оґ Ьапдз із зи^есіесі Іо ІЬе РіЬопассі іп-
Йаііоп гиіе іп еуегу пе\у ТЬие-Могзе £Єпега1:іоп. Аз іп 
іЬе регіосіісаі £гарЬепе-Ьазесі 8Ь, іп еуегу ТЬие-
Могзе зесціепсе а зирегІаПісе Оігас роіпі із сгеаіе<± 
ТЬе \¥ІсЬЬ о£ ІЇіе §ар аззосіаіесі \¥ІіЬ іЬіз роіпі де-
репсіз оп 8Ь рагатеїегз зиЬзІапііаІІу; аі іЬе з а т е І і те 
іЬе епег§у Іосайоп оГ іЬіз §ар сіерепсіз \уеак1у оп 
та з з іегт іп ІЬе Натіїіопіап апсі іі сіоез поі сІерепсІ 
оп 8Ь регіосі. ТЬе зресіга сіерепсіепсе оп іЬе ап§1е оГ 
еіесігоп \уауе іпсісІепсе із поі зиЬзіапііаІ. 

РАС8: 72.21.Ссі 8ирег1а«ісез; 
73.63 -Ь Еіесігопіс ігапзрогі іп папозсаіе 
таіегіаіз апсі зігисіигез. 

Кеуу/огсіз: §гарЬепе, ТЬие-Могзе зирегІаШсе, ігапз-
шіззіоп зресіга оГ еіесігопз. 
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