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ПРО ЗВ’ЯЗОК МIЖ ВЛАСТИВОСТЯМИ РОЗВ’ЯЗКIВ

РIЗНИЦЕВИХ ТА ВIДПОВIДНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

ABOUT CONNECTION BETWEEN PROPERTIES OF

SOLUTIONS OF DIFFERENCE AND CORRESPONDING

DIFFERENTIAL EQUATIONS

Встановленi умови, при яких iснування перiодичного розв’язку диференцiального рiвняння зберiгається

при наявностi цiєї властивостi у розв’язку вiдповiдного рiзницевого рiвняння. Доведена збiжнiсть

перiодичних розв’язкiв системи рiзницевих рiвнянь до перiодичного розв’язку системи диференцiальних

рiвнянь. Аналогiчнi питання розглянуто для обмежених розв’язкiв.

Detected the conditions under which existence of periodical solution of differential equation keeps when takes

place this property of solution of corresponding difference equation. Simultaneous proved convergence of

periodical solutions of difference equations to periodical solution of simultaneous differential equations. Similar

problems considered for limited solutions.
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1. Вступ. Ефективним методом дослiдження диференцiальних рiвнянь є перехiд

вiд них до рiзницевих рiвнянь, якi отримуються з диференцiальних замiною похiдної

вiдповiдним рiзницевим вiдношенням. Останнє рiвняння легко розв’язується покроковим

методом, особливо враховуючи сучасний розвиток ЕОМ. Однак розв’язувати такi рiвняння

вказаним методом можна лише на скiнченному iнтервалi (в скiнченнiй кiлькостi вузлових

точок). По цiй причинi вiн не дає якiсних характеристик (обмеженостi, перiодичностi,

стiйкостi) вiдповiдних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Тому актуальною є проблема

вивчення якiсної вiдповiдностi мiж розв’язками диференцiальних та рiзницевих рiвнянь.

В роботах [1], [2] та [3] розглядалися умови збереження властивостей перiодичностi,

стiйкостi та коливностi розв’язкiв рiзницевих рiвнянь при наявностi такої властивостi

у диференцiальних рiвнянь. Але не менш актуальною i цiкавою є обернена задача

про збереження вказаних вище властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь при

наявностi таких у вiдповiдних рiзницевих. В роботi [4] дане питання розглянуто для

стiйкостi та коливностi. В данiй роботi цi питання будуть вивченнi для обмеженостi

та перiодичностi розв’язкiв. Розглядаються також питання про збiжнiсть перiодичних

та обмежених розв’язкiв рiзницевих рiвнянь до вiдповiдних перiодичних та обмежених

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

Приведемо спочатку ряд допомiжних тверджень, на основi яких в подальшому будуть

отриманнi основнi результати.

2. Постановка задачi. Будемо розглядати систему диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= X(t, x) (1)

i вiдповiдну їй систему рiзницевих рiвнянь

xhk+1 = xhk + hX(t0 + kh, xhk) (2)
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k ∈ Z , h > 0–крок рiзницевого рiвняння,

xhk = xhk(t0 + kh),

xh(t0) = xh0 .

Вектор-функцiя X(t, x) визначена при t ∈ R , x ∈ D ( D–деяка область простору Rn ),

t0 ∈ R .

Мета роботи – вивчити питання про зв’язок мiж обмеженими i перiодичними

розв’язками систем (1) та (2).

3. Допомiжнi твердження. Для розв’язування вище поставленої задачi приведемо

кiлька допомiжних тверджень. Надалi скрiзь будемо вважати, що функцiя X(t, x) в

областi R × D є неперервно-диференцiйовною i обмеженою разом зi своїми частинними

похiдними так що:

|X(t, x)|+
∣∣∣∣∂X∂t

∣∣∣∣+ ∥∥∥∥∂X∂x
∥∥∥∥ ≤ C.

Тодi справедлива лема про рiвномiрну оцiнку близькостi мiж розв’язками (1) i (2).

Лема 1. Нехай x(t) i xhk розв’язки задач Кошi, визначенi на вiдрiзку [t0, t0 + T ], для

(1) та (2) такi, що x(t0) = xh0 = x0, x0 ∈ D . Тодi має мiсце нерiвнiсть

∣∣x(t0 + kh)− xhk
∣∣ ≤ heCT [1 +NT ], при kh ≤ T,

де N = C + C2 .

Доведення. Доведення леми безпосередньо випливає з формули (12)

монографiї [5, с. 384].

Лема 2. При наведених вище умовах розв’язок системи (2) xhk неперервно залежить

вiд початкових даних до моменту виходу його з областi D .
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Доведення. Розв’язки системи (2) можемо представити у виглядi

xhk = xh0 + h

k−1∑
p=0

X(tp, x
h
p)

yhk = yh0 + h
k−1∑
p=0

X(tp, y
h
p ).

А тому

∣∣xhk − yhk ∣∣ ≤ ∣∣xh0 − yh0 ∣∣+ h
k−1∑
p=0

∣∣X(tp, x
h
p)−X(tp, y

h
p )
∣∣ ≤ ∣∣xh0 − yh0 ∣∣+ h

k−1∑
p=0

C
∣∣xhp − yhp ∣∣ .

Звiдси та з [1] маємо ∣∣xhk − yhk ∣∣ ≤ ∣∣xh0 − yh0 ∣∣ (1 + Ch)k,

що й доводить лему.

Лема 3. Якщо розв’язок системи (2) xhk рiвномiрно асимптотично стiйкий по

k0 ∈ Z, то вiн рiвномiрно асимптотично стiйкий i по x0 .

Доведення. Оскiльки розв’язок системи (2) xhk рiвномiрно асиптотично стiйкий, то для

∀ η > 0 ∃ δ = δ(η) > 0 , що для довiльного iншого розв’язку системи (2) yhk з того, що

∣∣xhk0 − yhk0∣∣ < δ

випливає ∣∣xhk − yhk ∣∣ < η

2
при k ≥ k0

i

lim
k→∞

∣∣xhk − yhk ∣∣ = 0. (3)

Позначимо через Uδ(k0) - δ -окiл точки xhk0(x0) . Покажемо, що граничне спiввiдношення

(3) рiвномiрне по x0 ∈ Uδ(k0) . Нехай це не так. Тодi ∃µ > 0 , що в Uδ(0) можна вказати

збiжну послiдовнiсть точок x(n) i послiдовнiсть чисел kn таких, що:

∣∣x(n) − xh0∣∣ < δ
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∣∣xhkn(x(n))− xhkn∣∣ ≥ µ, kn →∞, (4)

де xhk(x
(n)) – розв’язок (2), що xh0(x

(n)) = x(n) . Нехай lim
n→∞

x(n) = x0 . Тодi

lim
k→∞

∣∣xhk(x0)− xhk∣∣ = 0 i можна вказати N > 0 , щоб виконувалася нерiвнiсть

∣∣xhk(x0)− xhk∣∣ < σ(µ)

2
(5)

для всiх k ≥ N+k0 , де σ(µ) – стала, що гарантує включення розв’язкiв xhk(x)
(
xh0(x) = x

)
системи (2), якi починаються в Uσ(µ)(0) - околi точки xh0(0) в µ

2
-окiл розв’язку xhk

для всiх k ≥ 0 .

В силу леми 1 ∃N1 > 0 , що виконується нерiвнiсть

∣∣xhk(x(n))− xhk(x0)∣∣ < σ(µ)

2
, k ∈ [k0, k0 +N ], n > N1 (6)

(можна вважати, що kn ≥ N + k0 для n > N1 ).

З (5), (6) випливає

∣∣xhk(k0 +N, x(n))− xhk(k0 +N)
∣∣ ≤ σ(µ).

Тому ∣∣xhk(x(n))− xhk∣∣ < µ

2
, k ≥ k0 +N.

А отже, при k = kn маємо, що
∣∣xhkn(x(n))− xhkn∣∣ < µ

2
, що суперечить (4).

Лему доведено.

4. Основнi результати. Розглянемо спочатку вiдповiднiсть мiж обмеженими

розв’язками систем (1) та (2). Наступна теорема гарантує iснування обмеженого розв’язку

системи (2) при умовi, що система (1) має обмежений розв’язок.

Теорема 1. Якщо система (1) має обмежений, рiвномiрно за t0 ∈ R асимптотично

стiйкий розв’язок x(t), визначений на R, i такий, що лежить в областi D разом з
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деяким своїм околом, тодi ∃h0 , що при h ≤ h0 система (2) також буде мати обмежений

розв’язок . Причому

sup
k∈Z

∣∣x(kh)− xhk∣∣ −→ 0, h −→ 0. (7)

Доведення. За умовою теореми x(t)–обмежений розв’язок системи (1), тобто для нього

виконується нерiвнiсть

|x(t)| ≤ A, ∀t.

В силу рiвномiрної асимптотичної стiйкостi x(t) для довiльного ε > 0 i для

довiльного t0 iснує δ > 0 i T такi, що якщо y(t)–розв’язок системи (1), для якого

виконується умова

|x(t0)− y(t0)| ≤ δ,

то

|x(t)− y(t)| < ε, при t ≥ t0 (8)

|x(t)− y(t)| ≤ δ

2
, при t ≥ t0 + T (9)

причому δ i T не залежать вiд t0 .

Нехай xhm–розв’язок системи (2) такий, що в початковiй точцi t0 вiн збiгається з

розв’язком y(t) , тобто:

xh0 = y(t0). (10)

Тодi за лемою 1 буде виконуватись нерiвнiсть

∣∣y(t0 +mh)− xhm
∣∣ ≤ heC(T+1)[1 +N(T + 1)] при m ≤ k0,

де k0 : T ≤ k0h ≤ T + 1 . Вiдзначимо, що в силу стiйкостi, y(t) при t ≥ t0 лежить в D

разом з деяким околом.
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Виберемо h , щоб

heC(T+1)[1 +N(T + 1)] ≤ δ

2
. (11)

Звiдки ∣∣y(mh)− xhm∣∣ ≤ δ

2
, m ≤ k0. (12)

Надалi будемо розглядати вiдрiзок довжини k0h .

Оскiльки в силу умови (10) маємо:

∣∣xh0 − x(t0)∣∣ ≤ δ,

то з (9) випливає

|x(t)− y(t)| ≤ δ

2
, t ≥ k0h.

Тому

∣∣x(mh)− xhm∣∣ ≤ |x(mh)− y(mh)|+ ∣∣y(mh)− xhm∣∣ < 2ε, m ≤ k0

i ∣∣x(k0h)− xhk0∣∣ ≤ δ. (13)

Тепер розглянемо наступний вiдрiзок довжини k0h – [k0h, 2k0h] i виберемо такий

розв’язок ỹ(t) системи (1), що починається в точцi k0h i збiгається в цiй точцi з

розв’язком xhm :

xhk0 = ỹ(k0h).

В силу (13) маємо

|x(k0h)− ỹ(k0h)| ≤ δ,

а з (8), (9) випливає

|x(t)− ỹ(t)| < ε, t ≥ k0h
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|x(t)− ỹ(t)| ≤ δ

2
, t ≥ k0h+ T.

Тому справедливi нерiвностi

∣∣x(mh)− xhm∣∣ < 2ε, m ∈ [k0, 2k0]

i ∣∣x(2k0h)− xh2k0∣∣ ≤ δ.

Продовжуючи далi цей процес побудови розв’язку системи (2) xhm , переконуємося, що

xhm постiйно знаходиться в 2ε - околi обмеженого розв’язку системи (1) x(t) , а у точках

вигляду pk0h в його δ - околi.

Отже, xhm лежить в 2ε - околi обмеженого розв’язку, тому i сам xhm є обмеженим при

mh ≥ t0 .

Таким чином для довiльного t0 ∈ R нами побудовано обмежений розв’язок xhm

рiвняння (2) при mh ≥ t0 , причому h не залежить вiд t0 . Побудуємо тепер обмежений

на всiй осi розв’язок xhm рiвняння (2). З вище сказаного випливає, що всi розв’язки

рiзницевого рiвняння, якi починаються в δ - околi розв’язку x(t) не виходять з його

2ε околу, а через k0 крокiв попадають знову в його δ - окiл. А тому обмеженi розв’язки

xhm рiзницевого рiвняння, що в момент −k0 починаються в δ - околi точки x(−k0h) при

m = 0 попадають знову в δ - окiл точки x(0) .

Аналогiчно можна показати, що всi обмеженi розв’язки системи (2), якi при −k0n

починаються в δ - околi точки x(−k0nh) не виходять з 2ε - околу розв’язку x(t) , а при

m = −k0(n− 1) попадають в δ - окiл точки x(−k0(n− 1)h) .

Позначимо через Sn – множину значень розв’язкiв системи (2) в точцi m = 0 ,

якi при m = −k0n лежать в δ - околi точки x(−k0nh) . В силу вище сказаного, ця
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множина не порожня для довiльного натурального n i при цьому справедливе включення

Sn ⊂ Sn−1 . За своєю побудовою множини Sn складаються з образiв розв’язкiв рiвняння (2),

що починаються в точках m = −k0n . Вiдображення, що породжує Sn є неперервним

в силу леми 2, а тому Sn замкнутi (як образи замкнутих множин при неперервному

вiдображеннi).

Нехай z0–точка спiльна для всiх Sn .

Розглянемо тепер розв’язок рiзницевого рiвняння xhm(z0) , який при m = 0 виходить

з точки z0 . Даний розв’язок за своєю побудовою продовжуваний влiво i в точках −k0n

належить δ -околу точки x(−k0nh) для довiльного натурального n , де x(t)–обмежений

розв’язок системи (1), що фiгурує в теоремi. А тому вiн необмежено продовжуваний

влiво i лежить в 2ε-околi розв’язку x(t) . А значить є обмеженим. Його продовжуванiсть

вправо i обмеженiсть очевиднi. Таким чином, перша частина теореми доведена.

З доведення теореми випливає, що нерiвнiсть (11) виконується при всiх h1 < h–

вибраного з цiєї нерiвностi, тому система (2) при таких h1 має обмежений розв’язок, що

не виходить з 2ε-околу розв’язку x(t) . В силу довiльностi ε звiдси слiдує справедливiсть

формули (7).

Теорема доведена.

Надалi розглянемо питання про вiдповiднiсть мiж перiодичними розв’язками рiвнянь

(1) та (2). Будемо вважати, що функцiя X(t, x) перiодична по t з перiодом ω , тобто

X(t+ ω, x) = X(t, x) . Виберемо крок h = ω
n
, n–натуральне число.

Теорема 2. Якщо система (2) для достатньо малого кроку h (n ≥ N0) має

рiвномiрно по k0 i h асимптотично стiйкий перiодичний розв’язок xhk , що лежить в

D разом з деяким ρ - околом, тодi i система (1) має також перiодичний розв’язок
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перiоду кратного ω .

Доведення. За умовою теореми маємо:

∀ ε > 0 (ε <
ρ

2
) ∃ δ > 0 (δ < ε) ∃n0(δ) ∈ N,

що якщо
∣∣xhk0 − yhk0∣∣ < δ , то

∣∣xhk − yhk ∣∣ < ε

2
, при k ≥ k0 (14)

i ∣∣xhk − yhk ∣∣ < δ

2
, при k ≥ n0 + k0. (15)

Причому δ не залежить нi вiд k0 , нi вiд h .

За заданими δ > 0 i n0 виберемо крок h0

h0 = h0(δ, n0) =
ω

m0

такий, що якщо yh0k – розв’язок рiзницевого рiвняння, а ϕ(t) – розв’язок диференцiального

рiвняння такий, що ϕ(kh0) = yh0k , то тодi виконується нерiвнiсть

∣∣ϕ(ih0)− yh0i ∣∣ < δ

2
, i ∈ [k, k + n0]. (16)

На пiдставi леми 1 такий вибiр h0 можливий.

За умовами теореми при такому h0 система (2) має перiодичний асиптотично стiйкий

розв’язок xh0k перiоду p (h0) .

Тепер розглянемо Uδ(x
h0
0 ) – δ - окiл точки xh00 . Нехай y0 довiльна точка з Uδ(x

h0
0 ) ,

ϕ(t, y0) – розв’язок системи (1) такий, що ϕ(0, y0) = y0 , yh0k – розв’язок системи (2) такий,

що yh00 = y0 .

Тодi iз спiввiдношень (14), (15) маємо

∣∣yh0k − xh0k ∣∣ < ε

2
, k ∈ [0, n0]
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∣∣yh0n0
− xh0n0

∣∣ < δ

2
,

а тому ∣∣xh0k − ϕ(kh0, y0)∣∣ < ε, k ∈ [0, n0]

∣∣xh0n0
− ϕ(n0h0, y0)

∣∣ < δ.

Отже розв’язок системи (1) ϕ(t) , що починається в δ - околi xh00 , не виходячи у

вузлових точках kh0 (k ∈ [0, n0]) з ε - околу розв’язку xh0k системи (2), в момент n0h0

знову попадає в його δ - окiл при умовi, що розв’язок ϕ(t) визначений на вiдрiзку [0, n0h0] .

Покажемо, що цього можна досягти вибором достатньо малого кроку h .

Виберемо ε > 0 таким, щоб точки з ε-околу перiодичного розв’язку xhk системи (2)

лежали в областi D разом з ρ
2
околом. В силу умов теореми такий вибiр можливий. А

тому розв’язки системи (1), що починаються в такому ρ
2

- околi продовжуються влiво

i вправо на iнтервал довжини не меншої нiж ρ
2C

. Виберемо тепер крок h0 таким, щоб

виконувалась нерiвнiсть (16) i нерiвнiсть h0 < ρ
2C

. Отже, в силу сказаного h0 = ω
m0

,

де m0 – деяке натуральне число.

Тодi розв’язок ϕ(t) , що починається в δ -околi xh00 продовжується на iнтервал [0, ρ
2C

] ,

а в точцi t = h0 виконується нерiвнiсть:

∣∣ϕ(h0)− yh01 ∣∣ < δ

2
,

де yh0k – вказаний вище розв’язок системи (2). Отже точка ϕ(h0) лежить в областi D разом

з ρ
2
околом, а тому розв’язок ϕ(t) продовжується до точки 2h0 , i ϕ(2h0) також лежить

в D разом з ρ
2
околом. Продовжуючи цей процес, переконуємося, що ϕ(t) визначений на

вiдрiзку [0, n0h0] .
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Позначимо через ŷhk – розв’язок системи (2), що в момент n0 його початковi данi

збiгаються з початковими даними розв’язку ϕ(t) : ϕ
(
n0ω
m0

)
= ŷh0n0

.

Аналогiчно попереднiм мiркуванням, отримаємо:

∣∣ŷh0k − xh0k ∣∣ < ε

2
, k ∈ [n0, 2n0]

∣∣ŷh02n0
− xh02n0

∣∣ < δ

2

та ∣∣xh0k − ϕ(kh0)∣∣ < ε, k ∈ [n0, 2n0]

∣∣xh02n0
− ϕ(2n0h0)

∣∣ < δ.

Продовжуючи цей процес, на M - кроцi, де M – найменше спiльне кратне чисел

m0, n0, p, отримаємо, що ∣∣xh0M − ϕ(Mh0)
∣∣ < δ.

Причому Mh0 :=M0 = rω - кратне ω . Звiдси випливає

∣∣xh0M − ϕ(rω)∣∣ < δ.

Але xh0M = xh00 , тому вiдображення π : y0 −→ ϕ(rω, y0) кулю радiуса δ переводить

в себе, отже iснує y1 ∈ Uδ(x
h0
0 ) – нерухома точка вiдображення така, що ϕ(rω, y1) = y1.

Останнє означає, що розв’язок рiвняння (1) з початковою умовою ϕ(0) = y1 – перiодичний

з перiодом rω .

Теорема доведена.

Наступний результат дає умови збiжностi перiодичних розв’язкiв системи (2) до

перiодичного розв’язку системи (1).
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Теорема 3. Якщо, при виконаннi умов теореми 2, система (1) має єдиний

перiодичний розв’язок ϕ(t) перiоду sω , s – цiле, то має мiсце спiввiдношення

lim
n→∞

sup
m≤n

∣∣∣xhm (msωn )
− ϕ

(msω
n

)∣∣∣ = 0, (17)

де xhm – перiодичний розв’язок системи (2), h = sω
n

– крок.

Доведення. Для доведення справедливостi спiввiдношення (17), достатньо показати,

що для довiльного ε > 0 iснує h0 (iснує n0 : h0 = sω
n0
),що якщо h < h0 (n > n0) , то

має мiсце нерiвнiсть ∣∣∣ϕ(sω
n
k
)
− xhk

(sω
n
k
)∣∣∣ < ε, k ≤ n. (18)

Згiдно попереднiй теоремi, система (2) для всiх достатньо малих h має перiодичний

розв’язок, причому для вказаного вище ε > 0 iснує δ > 0 , iснує h0 = h0(δ) , що

при h < h0 , в δ - околi xh0 , де xhk – перiодичний розв’язок системи (2), починається

деякий перiодичний розв’язок ϕ(t) системи (1), який у вузлових точках вiдрiзняється вiд

вiдповiдного перiодичного розв’язку xhk не бiльше нiж на ε при всiх h < h0 . Звiдси, в силу

єдиностi перiодичного розв’язку ϕ(t) системи (1) випливає виконання нерiвностi (18), а

вiдтак i доведення теореми.
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