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ПРО ТОЧНІ РОЗ'ЯЗКИ РІВНЯННЯ и, = иАи + r(Vw)2 + 

Побудовані широкі класи точних розв 'язків нелінійного багатовимірного рівняння 
2 

иг = иАи + r(Vw) + s0. 

Yuryk 1.1., cand. phys.-math. sci., docent 

ON EXACT SOLUTIONS OF EQUATION ut = uAu + r(Vw)2 + 

2 

Wide classes of exact solutions oj nonlinear multidimensional equation ut = и An + r(Vu) + .v() are 
constructed. 

Дана стаття присвячена побудові точних розв'язків багатовимірного 
рівняння 

2 
и, = мАм + г( Vm) + s0, (1) 

де м= u(t,xb...,xn) , г — довільні числа, 
>2 -n2 С ^ f ^ Л 2 ди + . . . + ди 

Эх, 
л д и д и 2 

dxf ext. \ d x j 1 - . /і 
Для побудови розв'язків рівняння (1) ми використовуємо метод 

відокремлення змінних. Отримані розв'язки узагальнюють результати робіт [1, 
2]. 

Розв'язок рівняння (1) будемо шукати у ВИГЛЯДІ U = a(X|,...,Xm) + b(t), 
т = \ , . . . ,п. Підставивши в рівняння (1), отримаємо 

(X/ 
b' - b&a - аАХ - r(Va)2 -s0 =0. (2) 

З рівняння (2) випливає, що функції 1, b, Ь' лінійно залежні, а тому 
b' = ab+b, <j,p єR. (3) 

Підставивши (3) в (2), знаходимо 

Тому 
( а - A a ) b - аАа - r( Va)2 - s0 + р = 0. 

Ая = а, а/Аа + r(Va)2 + s0 - р= 0. (4) 



Нехай ст ^ 0. Розв'язок системи (4) шукаємо у вигляді 

а=Х 

Тоді 

(х, +к\)2 +--- + (хт + кт)2 

А а = 2тХ, (V«)- =4 Ха, 
а тому 

2т\а + 4 А,га + — р=0, 

Звідси ш + 2г = 0, = 5о. Отже, А, = 
а 

2 т 
а 

а • 
2 т 

(х, + кх) +--(хт +кт) 

Оскільки Ь' = <зЬ+ , то 

6 = сехр(ст^) -
ст 

т 
Отримуємо такий точний розв'язок рівняння (1) для г - —— : 

и = 
2т • 

(х, + кх )"+••• + (х т +кт У + сехр(стґ) 
ст 

1 
Якщо т = 1, то г = - - , і розв'язок рівняння (1) має вигляд 

и - — (Х| + к] )2 + сехр(а?) - —. 
2 а 

З 
Якщо т = 2, то г = — , і розв'язок рівняння (1) має вигляд 

а 
и = 

/ 2 (х, + к\ У + (х2 + к2) + сехр(ст/1) 

Якщо ці _ 3 ? 

то 
і розв'язок рівняння (1) має вигляд 

а 
и • 

2 2 2 (х і + к\У + (хт к 2) +(х3+к3У + сехр(ст?) 
ст 

(5) 

Розглянемо частинний випадок рівняння (1) 
2 

и( = «Д^ + г{Уи) . (6) 
Розв'язок рівняння (6) шукаємо у вигляді и = а(хь...,хт)Ь(ґ), т =1,2,...,«. 
Підставивши в рівняння (6), отримуємо 

аЬ' = аЬ'Аа + гЬ~{Уа)~. 
о 

З рівняння (7) випливає, що Ь' = , а є7? , а тому 
2 

аА.а + г(у а)" = а а. 

(7) 

(8) 



Розв'язок рівняння (8) шукаємо у вигляді 

а = Х О, +к])2 + --- + (хт +кт)2 

ОС ? 
Маємо 2тХа + 4гХа = аа, а тому X . Оскільки Ь' = аЬ~, то 

2т + 4 г 

Ь - . Отже, 
а(і + к0) 

и = (х]+к,)2 + --- + (хт+кт)2 

(2т + 4г)(ї + к0) 
Побудуємо тепер більш загальний розв'язок рівняння (6). Цей розв'язок 

будемо шукати у вигляді 

(2т+4г)(1 + к0) "?+1 

Підставивши в рівняння (6), отримуємо 

/ , = + т / + / А / + КУ/ ) 2 . м (2т + 4г)(ї + к0) (т+2г)(і + кц)'і 7 7 

Якщо / = / ( 0 , то А/ = 0, (V/) 2 = 0, а тому 

/ , = - " - І - (10, 
(т +2г)(ґ + к0) 

Інтегруючи рівняння (10), знаходимо 

/ = с(ґ + £0)~'"/('"+2/), с — довільна стала. 
Отримуємо наступний розв'язок рівняння (6) 

2 2 
(Л-, + кх)~ Н + (X + к У л-т/(т+2г) , 0 

" = ( 2 » + 4гХ/ + *о) ^ ' " = 
У випадку / - / ( ґ , х о т + І , . . м а т и м е м о систему 

/ г = - 7 Л , + 

( т + 2г)(/ + ^о) (12) 
А/ = 0. 

Розв'язок системи (12) шукаємо у вигляді / = А:/и+1х/„+1 + •• • + + кп+], де 
кт+],...,кп+1 є функціями від /, які необхідно визначити. Підставивши в перше 
рівняння системи (12), знаходимо 

Кт+\ - Ст + \\: + К0) ' •••> - + К0) > 
га + 2г / 2 

/7+1 _ 
2 

В результаті отримуємо наступний розв'язок рівняння (6): 



2 2 

(2т + 4г)(ґ + * 0) ( /и+ ' " " ° ) ( 0 ) 

2 
Якщо т = 1, п ~ 3 , то розв'язки рівняння (6) мають вигляд 

2 
и = + ( з д + с3х3 + сЛі + к0)~Щ]+2г) + 

(2 + 4г)(? + к0) 2 2 ° ° 

Якщо т=2, п = 3 , то розв'язки рівняння (6) мають вигляд 

<1 = - ( Х і + ^ ) 2 + ( Х 2 + ^ 2 ) 2
 + (с3х3 + с0)(Г + + 

4(1 + г)(* + * 0) 

+ (1 + г)с3
2а + ^0)(/*-,)/(/"+1), 

Якщо т-\, п - 2, то розв'язки рівняння (6) мають вигляд 
2 

и = + (с,х2 + с0)(? + к0)~т+2г) + 
(2 + 4г)(? + £0) 

1+ 2г 9 . , + 1 
+ 

2 ^ ' 2 

Повернемося знову до рівняння (1). Розв'язок рівняння (1) шукаємо у вигляді 

(2/77 + 4г)(ґ + к0) 
Підставивши в рівняння (1), отримуємо 

„ т 

(/77 + 2г)(/ + А:0) 
Розв'язуючи рівняння (13), знаходимо 

/ = + А:0)1п|ґ + к0\+т0(ґ + к0), якщо т+г = 0\ 
50(«7+2г) , . , л-т/(т+2г) , ^ Л 

/ = (ґ + к0) + т0(ґ + к0) К \якщот + гФ0. 
2(т + г) 

В результаті отримуємо такі розв'язки рівняння (1): 
2 2 

и = +
 + к )ІП|Г + и+тМ + к0), 

(2т+4г)(і + к0) ° ° 0 0 0 

якщо т + г = 0, 2/77 + 4г Ф 0; 

и = ,(*і+*і)2+" + (*-+*»)2
 + + *о) + Щ(і + і Ь о ) - ^ ^ ) , 

(2/и + 4г)(ґ + А:0) 2(т + г) 0 0 07 

ЯКЩО /77 + Г Ф 0, 2/77 + 4г Ф 0 . 
У випадку /77 = 1 розв'язки рівняння (1) мають вигляд 



( Je 
u = — — + s0(t + k0)ln\t + k0\+m0(t + k0), я к щ о r = - 1 ; 

2 (t + k0) 

(х, + к і) 50(1 + 2г) ч-і/п+2г) , І 
и = х- + — -(ґ + £0) + тМ + к0) якщо г * - 1 , г Ф — 

(2 + 4г)(Г + к0) 2(1+г) ^ о; ' 2 

У випадку т = 2 розв'язки рівняння (1) мають вигляд 
2 2 (х, + + ( х 9 + к7) . , . 

и = — — — — + 50(г + &0)1п|ґ + £0 |+/и0(ґ + к0), якщо г = - 2 ; 
4(ґ + к0) 

и = - ( Х і + ^ і ) 2 + ( Х 2 + ^ ) 2 + + + £0) + + *0)-2/<2+'\ 
4(1 + г)(ґ + £0) 2 + г 

якщо г Ф - 1 , гФ-2. 
У випадку /77 = 3 розв'язки рівняння (1) мають вигляд 

(х, + А:,)2 + ( х 2 + к7у + ( х 3 + к3)2 . , . , . / 7 Л 
и = ^ ^ ^ 2 \ + + *0)1п|ґ + к0\+т0(і + к0), 6(Г + к0) 

якщо /• = - 3 ; 

= _(Хі+кх)2 +(х2+к2)2 +(х3+к3)2 3^3 + 2^ 3/(3.2,) 

(6 + 4г)(ґ + ^0) 2(3+ г) 0 о ; 

З 
якщо г Ф - 3 , гФ — . 

2 
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