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Для цілої функції І'(г) = ^ з нулем а кратності т нехай (г„) 
к= о п 

послідовність нулів часткових сум 8п(г) = ^ їк% яка прямує ло а. У 
к = 0 

термінах класів збіжності описано швидкість прямування \гп — а\ до 0. 
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1. Вступ. Нехай 

/ ( * ) = £ > * * ( 1 ) 
А;=0 

ціла трансцендентна функція, а ф 0 - її нуль кратності гп, а (гп) збіжна до 
п 

а послідовність нулів часткових сум 8п.(г) = .їк%к, тобто Зп(гп) — 0 і гп а 
к=0 

(п —>• ос). 
Є. Нечюшкіте і Ш. Стреліц [1] показали, що якщо / ціла функція скінченного 

ТІ її 
порядку р[/], то Ііш —— г = гпрЦ'}. 

п-+оо — Іп \гп — а| 
У термінах узагальнених порядків поводження \%п а| вивчено Л.Я. Микитюк 

та М.М. Шереметою [2]. Щоб сформулювати їх результат, через Ь позначимо клас 
додатних неперервних зростаючих до +оо на [жо, +оо) функцій а (вважатимемо, що 
СУ(Х) — о(а:о) иа ( оо,х'о]) і говоритимемо, що О/ Є Ь , якщо а € І і а((1 +о(1))ж) = 
— (1 + о(1))а(ж) при х —> +оо. Нарешті, а Є якщо а Є Ь і а(сх) ~ при 

(с) Мулява О., Шеремета М., 2010 



190 Оксана МУЛЯВ А, Мирослав ШЕРЕМЕТА 

х — + о о для кожного с Є (0, +оо), тобто а повільно .зростаюча функція. Зрозуміло, 
що Ьрг С Ь° С Л. Нехай А/Дг) = т а х { | / ( ^ ) | : \г\ = г}, а Є І і /5 Є Ь. Узагальненим 

... г , г , -— а(1п М/(г) ) Ггч1 порядком цілої функції / називається 3 величина Рг>б[/ = "Пі ——; : — . 13 2 г-> оо /^(Іпг) 
доведено таку теорему. 

Т е о р е м а 0. Нехай а Є. Ь і (З Є Ь - неперервно диферепцгйовнг функції, 
В(х\с) - /? ' (ггк(х)), 0 < с < +оо. Припустимо, що викопується одна з умов 

а) а Є Ь°, /?(1пж) Є і хВ'(х\с) —> - (х —> +оо) для кожного с Є (0, +оо) ; 

б) а Є І/7>2, 0(\п х) Є Ьрг і хВ'(х;с:) = 0(1) (ж —>• +оо) для кожного с Є (0, +оо). 
Тоді. 

м и ) = н - п — г п-̂ -ос / 1 т, 1 
0 - + 1п |а| -І 1п 

Р п - ( 

Якщо А(Ж) = ЇЙ X' і В(х) = х для х > Е, ТО З теореми 0 отримаємо формулу, дове-
дену в [1], а якщо виберемо л(.т) = х (х > 0), (і(х) = ерх, то для величини типу <т[/] 

п 
функції /\ з цієї ж теореми одержимо рівність а[ / \ = Ііпі ——— І 2 п + т _ і —а\"ір/11. ІІа-

П—ЮО Єр|а] ̂  

решті, в [4] поводження —а| вивчено у термінах логарифмічних порядку рі [/] і ти-

пу т/[/1, які означаються формулами рЛ/1 - І і т І1 1*1 1-^/^) і Т / М = ц т ' . г->оо 1П ІГ1Г 7" ^ос (ІП г)Р< 

За умови 1 < рі [/] < +'00 доведено, що р/[/] = Ііш — у - — ^ Ц г- + 1 і п—юо / 1 1 
1п — т т 

п \г„. - а 
і - Р І п[ І ] = (Рі - 1 У ' - ^ р ї ' т 1 - " І і т П"(\іі(1/\2п - а|)) я—»• ос 

Метою нашої замітки є дослідження поводження \гп — а\ у термінах того чи 
іншого класу збіжності. 

2. В а л і р о п і в к л а с з б і ж н о с т і . За Ж . Валіроном [о] ціла функція порядку 

р[/] — р Є (0, оо) належить до класу збіжності, якщо / — — с і г < +00. Пра-

вильна наступна теорема. 

Т е о р е м а 1. Якщо ціла функція / належить до валгронового класу збіжності, то 
оо 

\гп+т-і - а Г " / п < + о о . ( 2 ) 
п=1 

Для доведення цієї теореми нам потрібні такі дві леми. 

Л е м а 1. [о| Якщо ціла функція (1) належить до валгронового класу збіжності, 
оо 

то £ < +оо. 
П = 1 

Л е м а 2. Нехай ціла функція / задана рядом (1), - обмежені послідовності 
комплексних чисел, 1 < ] < гп, а 

ос 
. ф ) = £ ^ = Д + С ^ Д + 1 + • • • + 4 т ) Д + т ) . 

/с=0 
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Тоді д - ціла функція і належить до валгронового класу збіжності, якщо і тільки 
якщо / належить до цього класу. 

Справді, нехай ц;(г) — т а х { | Д | г л : к > 0} - максимальний член степеневого 
ряду (1). Тоді з огляду на нерівність Коші для будь-якого є > 0 і всіх г > 0 

ос оо 1 

/ і / ( О < М / ( г ) < X ] | Д | г * = £ | Д | ( ( 1 +е)г)к(1 +є)-к < м / ( ( і + е ) г ) - р . (3) 
к=0 к=0 

Звідси випливає, що / належить до валіронового класу збіжності тоді і тільки тоді, 
0 0 ІП II {(т) ( \ 

коли / — ( Іг < +оо. З іншого боку, оскільки | < К < -Ьос для всіх к > 1 і 

1 < 3 < то (див. [2], [4]) для всіх г > 1 

М/(г) ( і - ^ і ) < м в(г) < / і / ( г ) ( і + , (4) 

тобто 1п /ід(г) = 1п /і / (г)+о(1) , г —>• оо, і отже, функції д і / належать чи не належать 
до валіронового класу збіжності одночасно. 

Доведення теореми 1. Оскільки / має нуль а кратності т, то /(г) = (г — а)тір(г), 
оо 

де = XI Фк2к ціла трансцендентна функція і <р(а) Ф 0. Легко побачити, що 
к=0 

1п М / ( г ) = 1п М^(г)+0( 1п г), г —>• +оо. Тому функції / і належать чи не належать 
до валіронового класу збіжності одночасно. 

Як і в [2] та [4|, неважко перевірити, що 
71 

5п(г) = ( г - а)т £ - ірп*п+т ~ <рп-ігп+1п~1 - ... - <рп-гп+1гп+1+ 
к=0 

і ,„ Г* 1 т—1 і „ „„п+т—2 , і /-кі „„ті + 1 І і 

71 
+(—1)'пС™~1ірпгп+1ат~^ = (г а ) т ~ Р » - т + і г п + 1 + 

к=о 

+ ( Р п - т + 2 ( С Ї п а г п + 1 — г п + ' 2 ) + . . .+у>„( ( -1 ) тС™" 1 2 п + 1 а т ~ ' 1 + . . . + С > г а 2 п + т * - * " + « ) 

і, оскільки Зп(2п) — 0, то 
п 

(2п - а)т ]Г Ч>кІ = <+1Оп-т+1 + (-С^а + г„>п_т+2 + 
/с=0 

+ (( І Г 4 - 1 ^ " 1 ^ " 1 + • • • + ( - І ) ^ а г Г 2 + С~')<Рп), 
тобто 

71 + 777 1 
(2„.+т-1 - а ) т ^ ^ к ^ п + т - 1 = гп+т-і9п> 

к=0 
ДО 

дп — 4>п + (-С^а + гп+Тп-і)<рп+і + ... + 

+ ( ( - і Г + 1 С ^ " 1 о ' в - 1 + • • • + ( - І ) С ^ а ^ - і + < Г т - і ) * » + т - і -
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За лемою 2 з <рп замість / п ціла функція з коефіцієнтами дп належить до валі-
ронового класу збіжності тоді і т ільки тоді, коли до цього класу належить функція 

оо 
ір і, отже, ф у н к ц і я / . Тому за лемою 1 ^ \9п\р < 

7 1 = 1 

Але. оскільки гп —> а і <рк%п Ф 0 П Р И п ~~̂  т о 3 (5) маємо 
к=0 

І |-(П+777,)| _ [777 \лп+тп—1| І'-П+ТГІ —1 "І 

г І 11/7, 1 + о ( 1 ) . о, —> оо, тобто дп\ ' = —Ті— 

77+777. — 1 

77 + 777,— 1 
к = 0 

1 ^ 7 7 + 7 7 7 — 1 Щ а п + 7 7 1 

п —> оо. тоОто \дп\±>" = — ' ' \2п+т-і - а|т'п, п —>• оо, і отже, правильне снівв-
|а| 

відношення (2). Теорему 1 доведено. П 
3 . У з а г а л ь н е н и й к л а с з б і ж н о с т і . Д л я а Є Ь і /З Є Ь будемо говори-

ти, що ціла функція / належить до (узагальненого) а / і -класу збіжності, якщо 
аПп М А Г ) ) . _ , . . • .— аг < +оо . З теореми 2 зі статті 6 випливає наступна лема. 

І г,в[ 1п г) 1 1 

Л е м а 3 . Нехай а ввігнута на [жо, +оо) функція і а(е.х) Є а функція /З Є Ь° за-
хв'(х) 00 су(х) 

довольняе умови '' > Н > 0 (х > Хо) і ( ———сіх < +оо . Тоді, якщо ціла функція 
хо 

/ належить до а [і-класу збіжності, то (с*(тг) — ефі — 1 ))В ( — 1п —— ) < +оо . 
77=і V71 \іп\; 

Використовуючи цю лему і наведені вище міркування, неважко довести насту-
пну теорему. 

Т е о р е м а 2. Нехай функції СУ і (і такі, як у лемі 3. Тоді, якщо ціла функція, / 
ос ][ 

належить до п/З-класу збіжності, то ^ ( < * ( п ) — і а { п — 1 п -) < +оо . 
ТІ— 1 7 \2П+ГП—1 Щ 

Доведення. З (3) за умов а Є V і З Є легко випливає, ідо / належить до а/З-класу 
. . . . . а(1п иАг)) , . , збіжності тоді і т ільки тоді, коли / —-—аг < 4-ос, і тому з !4) отримуємо, що 

7 0 г0(1п г) 
/ і функц ія д з леми 2 належать чи пе н а л е ж а т ь до а/І-класу збіжності одночасно. 
Оскільки 1п г = о(1п М / ( г ) ) і 1п М / ( г ) = 1п Мф(г) + 0(1п г) при г —> +оо , то фун-
кції ф і / н а л е ж а т ь чи не належать до о/ і -класу збіжності одночасно. Звідси, як у 
доведенні теореми 1, випливає, що функція д з коефіцієтами дп, які визначаються 
рівністю (5) н а л е ж и т ь до а/3-класу збіжності і, отже, за лемою З 

] Г ( л ( п ) - а{п - 1 ))В ^ 1п < +оо. (6) 

Але з (5), як у доведенні теореми 1, випливає, що 
1 , 1 ГП , 1 . ї ї / -і \ /„ч 
- 1п -—: = — 1п і г + 1п а + о(1), ТІ —̂  00. (7) 
П |£п| П I -2̂77+771 — 1 - «I 

Н е в а ж к о показати, що з умови /і Є Ь() випливає, що Я((1 + о(1)).т) = (1 + о(1))В(х) 
при х —V +оо . Тому з (б) і (7) отримуємо потрібне співвідношення. Теорему 2 дове-
дено. • 
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Д л я цілих функцій скінченного логарифмічного порядку р[/] = Піп '" 
Г—ЇОО 1 1 ' 

оо 
логарифмічний клас збіжності вводиться [6] за допомогою умови [ < -І оо, 

є 
р > 1. Функції а(х) = х і д(х) = ж р + 1 не задовольняють умови теореми 2, тобто 
застосувати цю теорему не можна. Проте правильний наступний результат. 

Т е о р е м а 3 . Якщо ціла функція / належить до логарифмічного класу збіжності; 

( і і у - * 
то - 1п т 7 < + с с . 

П=\ V"' \гп - «І ) 

Доведення цієї теореми таке ж , як і теорем 1 та 2, і ґрунтується на тому, що 
якщо ціла функція / належить до логарифмічного класу збіжності, то з а теоремою 

ос ( І І \ 

4 и [ б і £ и і п ш ) ^ 
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