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О.В.ОСТРОВСКАЯ

ПРИБЛИЖЕНИЕ КЛАССОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ОБОБШЕНШМИ СУШАМИ 
ЗИГМУНДА В МЕТРИКЕ С

Устанавливаются асимптотические оценки даш верхних граней 
уклонений обобщенных оумм Зигмунда на классах и Ç? ^ 4;
в случае быстро убывающих функций f ( t ) .

Пусть Lp, P * i ,  -  дроотравсгво ZUt -периодических функций 
) 0 конечной нормой || -f \\р , где при р  £ И , <=**)

1 / i v  *
при р  =■ =~Э

1 < и  -  м и р  \ ^ ) \ ,

С -  множество £№ -периодических непрерывных функций f ( t )

о н о р м о й - и \ с ‘ Ш * Ц ( * П .

Cd(f> &) _ модуль непрерывности функций f  €  С , а

Нсо -  класс Zft- -периодических непрерывных функций, удовле­

творяющих условию J f(t)~ f(t')\6c0(\t-t'\), где СО(Ь) -  фик­

сированный модуль непрерывности.
Пусть

0*0 ,у 
S [ f ]  = ~  + YL(Qk COSKXtSKiiH K x)=  Z I _  fiK( { ,  Я )  ( I )

2 ■ к=± к *с
«=*о

-  ряд Фурье функции {  €  L , Sn -  S„ ( { , * )  -  J ~  ДК({, х )
к - о

-  её СуММЫ Фурье.
'/ А.Зигмунд в [1 ]  ввел в рассмотрение линейный метод сумми­
рования рядов Фурье. Этот метод определяется о помощью треуголь­
ной матрицы чиоел

Л = { % п  = { * - ( £ ) * } ,  * > 0 & 1 лг)
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При этом кавдой функции f  €  L  на основании еа разложения 
в ряд Фурье ( I )  ставится в соответствие последовательность триго­
нометрических полиномов вида 

я- 4

к - о
Такие полиномы называются суммами Зигмунда.

В случае f  £  С  последовательность равномер­
но оходитсл. Аппроксимирующие свойства суш  Зигмунда изучались 
многими математиками (с м ., напр., f I -  б ]  ) .  В дальнейшем, в рабо­
тах С 7 -  9 ]  рассмотрен аналог оумм Зигмунда, в котором

• И(Л) -  У -я к 1 Cf(K) ’

где t f ( K )  -  значения в точках К  €  N  некоторой непрерыв­
ной убывающей функции Ц ( Х )  , Такие обобщенные ауммы Зигмунда

обозначаются

Dye гь iff(X ) ,  X > 1 ,  -  непрерывная выпуклая вниз функция,

стремящаяся к нулю при X  —** . Множество таких функций обо­
значим через 7У1 .

А.И.Степанец [  10, I I  ]  предложил классификацию функций на ос­
нове преобрагования их рядов Фурье и через обозначил класс

суммируемых 2 fh  -периодических функций f ( X )  , для которых РЯД

Г _  ф ) ( ° * . J >e  R,

являв гоя рядом Фурье некоторой функции из L  , которую ой обо­

значил и назвав , J 3 )-производной функции / 0 * )  . Во-

ля f  £  С  с  L  , a L  „ о  и при этом Ц ^  1 ^  4  i  , то

класо таках функций обозначим через . Воли *e  €. И со ,

то -  через С  я Н а  .
Sfc

В работе [Ю ]  о помощью функции -  f j & j -  Ш »

w *  ( « г 1 -  функция, обратная к ^  ) из мно­
жества f f l  выделено три клапоа функций 7?Тр t 7 J t^ ,
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Vх £  ТЛо , воли 0 < J4 (< X )<  К± ; ( f  £  , воли *"Ä «г

< r 6 К3 , К1 ,Кг ,К3 = con it  ; у  £ Ш  схэ . воли J 4  (X) 
монотонно возрастает я не ограничена сверху.

В случае /?•/<•= 1~ (к  ) S поведение уклонений верхних граней

* ? >  I / - # w l

достаточно полно изучено в работе Г 6 1 .  В случае сумм Зигмунда, 

построенных о помощью матрицы

установлено, что при У £  порядок приближения суммами

Зигмунда на классах Со/а о  совпадает о порядком наилучшего при­

ближения. В случав £ Т П ^  показано, что

• Cto о

3 (0 (i ) f ( n )  & i(»u n  ( J f( ft ) , п ) ) .
В работа [ к ]  изучено поведение при выполнении

уоловий выпуклости (вверх, вниз) функции Ч*(Х)/(£ (Х )  , еоля

или о о  и у е  fö tc  • ® частнооти,

при выполнении условий (y (X )/< !(X )) =  с  , У М  £

# Ь  f  I * W  ' » ж

Следовательно, при ( f ( x )= < y (x )

f  \t(n Y ( n ) 6 t n + № ) m -  (5)

Если t  r, t i  t , Г > 0 ,  такое речеиство получено в [  4 ] .
В наотояшай работе изучается поведение величин 'йл (^ а >г̂ 0 ’

и Н(о > )  в  случае У  €  .
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Пуогь Л п (Ъ -) ,  О і ,  л = ї , ... ,  -  последовательность фуяк
ций таких, что

Д { * . )  = / -  Ш .  К ^ і  п - і
п У 1 Ц/(К) ' К  П і ,

Яп м  = ■<

(6 )

р ( п )  і  .
- - -   ■■ —  -  1/- £ {

у ( п г г )  1 п 

О , V  *  і  ,

\ { % ? )  *  % ( * )  = 

п ігу сп ) > 0  ^ V  і  ~  ,

( 1 - Л л (чг))ч> (пгг), ±  і

у (П 'У )  , 2Ґ Ъ 1 .

Поокольку преобразование Фурье

(7)

0-0

$ п ( і )  % (*)& > & ( і* 1 - ' № ) 4 г  (8 )

■функция ^ ( І ґ )  являагоя суммируемой функцией на числовой ара­

мей (ом. [  Є, 9 , I I ,  1 2 ] ) ,  то, как показано в [ і о ]  , уклонение 

р л ({>% ), { Є Ср ,  можно предотавить в виде

М ( > - г > - *■  Ь  №  Я }  І  <*> #  < »
— е*0

Кромо того, в этом олучае (ом. [11 , о . 83 ]  )

% м  -  ^  $п ( і ) б о і ( г ґ і+  ^ ) с / і . (ю )
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I ,  П р и б л и ж е н и е  ф у н к ц и й  к л а о о а 
C J ^  о б о б щ е н н ы м и  с у м м а м и  З и г м у н д а .

Т е о р е м а  4 .  Справедливы оледующие аоимпхогичеокие 
оценка (л: -*-<=»«) :

8« (#L, 2 ?) = /}f(n){kn + (D(i)f(ft), 9 € Ш ^

Ю ' f \ & flJf \ n n) 4-

i- (O (i )y (n ) , jU (fl) ^  н ,  &VjU(/t) = (D ((k>t).

Здеоь (0(1) -  величина, равномерно ограниченная по Н .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно (о м ., н а п р .,[ I I ,  о.

102] ) ,  ч ю  верхние грани С * 2 ? )  = Sup \ jon (f,x ) \
t € Lj3,°o

и К ( с^ ш л 1 )  * \ f * ( f > x )\  не завиой1 °т г°-f  e  '-ji h0J
чки X €  [0 ,2 ft-J .  Поэтому можно раооматривать уклонение Jdn( f , %)
В ТОЧКа X = О. О а) ■

Соглаоно (2 ) я (4 ) ,  для каждой f  €  ^уз,.=о имеем

А  №  • * V i f № A ( t ) d t  -
-  о«йэ

* s . (  S  \  ^  ш >
fr&itiycn) щ уки) *

У*
Ь  / £ ( £ )  [ 3  n f ( n ) t r e o i ( b t ^ f b) c ( t r ^

Oiltlffr u 0J  & o

f(n) j  m(v'ti-Jf ')c h r  + S fJj$ fC nv)  m ( lTti 

d t .  (12)
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Будем попользовать оценки из работы [ I I ,  о . 102-107, 121]

Sh ь
W é j r n ) 1

5  f ( * v ) e o s ( v t * - • № ) ( &  (13)

d i é A z y (n ) .  ( i4 )i  ■) f  ■) f(Mr)Stn(vt+Ÿ)dr
\t!*ju(n) i  J

Из (1 2 ) , иопользуя оценку (1 3 ) , получим

1I ± \ *  (15)

При оценка 1% и / 3 рассмотрим отдельно случаи, когда 

йг И  и М (п )  >  П ?
Пусть оначала J / fn J é :  И  .  В этом сл у чае имеем:

к  = ? Ц > .......

- т  f )  *  \  Ÿ (n » ) m ( v t >

+ f  )dv ]dt I = £ ! S fj&  [ (c p rfa I

- * »  j t t f f j - g f r t f j . »  Ш * * + *  .

A v ( * v ) m ( v t > ‘f ) d v \ d t  =  J -  ^  £ ( £ ) .

I f

n<p(fl) 
~ 1 *

\



< № *iK t+  Ф ) ^ lÿ(riV')QO&(vt+ 'y ) c/ v

і
f r

c/t

Л  № ) { ( - ^ « * f ^ â -

y (n )2 jn ( t+  j r )  \ 

te + t '
( ta 1

+ [ )  i p ( n v ) m ( i r t +  'y ' ) d v y J t

Очевидно, что

&  Sf-£\t\bJU(n)

f ( n ) j H n ) - f r  ц,(п )

Sh ft-

Ооглаоно (ІЗ )

Л-

Ив (16) -  (18 ) оледуат, чю

w Ù J & ]

(16)

(17)

( 18)

Ь*

ü bit+ 'f)
dt -г (P (t)n * )-
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Далее, имеем

4  = г  ,^>

_ _ _ *  ^ Г ( п г ) Ш ( ^ М \

2 п у с н ) т ,/1г&'кг {п  .

2И 1/(П )С0?7£

Ж  (20)

• Ь
оИ

'<Ул \ &п-г г л
• г * № № ф (  ^  *  ^ ? | )  с <

5

й ^  =

г т ^ ' Т  5) / 1 ( { ) - ш ,
4*1ИН

ч

|<|^
^  ^  - ^ й  *  у О Т С й *  Т $ - ^ )  + Ц  -

=  < 0 ( 1 ) у ( п ) . (21)

Из (14) а (19) -  (21 ) оледует

^  Щ )  * ¥ & л * м тя-*туг*) о3 £

Токам образом, из ооогношений (15) -  (22) имеем

(22)
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I A ( f > ° ) \  = 

п у т \ и п

Воли ( / / Є 7 Ґ ІС , 10 j u ( n ) - f f ( t t )  и

m  S  <

é  Ы  j U(h)  -  C n fr  -  ( O ( i ) y ( n )  - ,

Поэтому из {2 3 ) имеем

t- (0  ( і )  У (H) (23)

І д ( Л о ) І -

И Щ И )
Z à  Ш л /  XÄ d t

№>,#- •' p

(24)

♦ « w w - 5 ^  * ■ * *
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у д г )
& Х и н  + & ( о т . (25)

Из этого соотношения при ^ ( п ) - О '( И )  можно получить асимптоти­

ческое равенство ( 5 ) .

Пуоть -Си ^ и (п )  = (9  (£п п  )  , ^ ( П ) ^ И .

В эм м  случае из (23) получаем

А  Ч -О )
1 т  Щ г\пу(п)

~~7г *

ц>.< .

т / п )  Ь1

сЧ
*уЦ(п)

-  щ п )

Ш )у (я )  =

Ш ' Т »4 » * ! * ! - > ?  •?

" Г т \,

$ 1 'п (п Ъ ^ )
с/П + (0 (1Щ п ). (2в)

уу ,*-
С учетом результатов работы [-И ]  отовда оледует, что

\ ^ \ 9 * ) Л м ,  ^ ' м , ш

+ Ю(1)Ч>Сп) (Я7)



Пуоіь ^ и (П )> П .  В атом олучае из (23) имеем

« » о ) .  -  * «  Х л т  ^ № ) * & * *0 а { Г' ' ії-бніі&я ч/3 ’ л  '  £ ?

+ у (п )  ■) ґ ( £ )  - №? *  т)- сН + (0 (1 )у сп )  =
7 і ї і іи у с п )  с/31"  *

-  _  ш  і У ^  к  ґ ( і )  ~  сії  *

&  *
/ №*\

+  ^ ;  $, Г ( і ) « * 1 ± > - Л  ,
5Ьмі\^п ^  Ь

+  і )  Ґ ( ь )   ̂ (В (ф ( /г )  , (28)
іїп<Щ і^і(п) 1/8 

Аналогично тому, как э ю  показано в [-1-І , о. И О ] , имеем

^  Ь  $ ( і ) Щ
^нт ч/і(п)

Огоюда и из Ш )  получаем

» / г У  д « и >  , / П Ї Ї ^ Л

Т г,г)#  Ь » .  $ я ) ^ 1 Г ^ о№  *  ® « ш  =5г* іі̂ г < ^  ^

,  _  і .  / > і ^ +
ЙЬ * < , & £  V 3 ^
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+ у ( П )  5) 2 + Щ ) у ( п ) ,  (29)

%п ( С ^ , Э $ )  *  § :  \ыл ^ \ у ( п ) & 1 п  + ^ &у ( п ) ё п т -

+  № № * ) -  ■ <30) 

Еали через ^*(~Ь )  обозначим функцию, ( ^ ,^ 3 ) -производная
которой почти везде совпадает о четной функцией

о т  %  .0 ,

1 >
■1 , &  £  *  % • 

О ', # -  | г -£  t  £  & ,

то из (29) получим

\ / ( / * ’  ° )  | =  $  ш  +

Отоюда, учитывая, что (ом. { - Н ,  о.  1 0 0 } )

<• ^>г

»  Ь , — т ^ *Ж *т *  £

+ Ш ) П п)>

= Ю(1),

оледует, что

‘  Ф * Ц * * ' ¥  ь ^ о & *  +

+0(О?(Л) '

Таким образом, иа (2 6 ) , (2 7 ) ,  (3 0 ) , (31) Оледует оправедавооть 
утверждения теорема.

(3! )
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2 .  П р и б л и ж е н и е  с у м м а м и  З и г м у н д а  
н а  к л а с с а х  С%НЫ , у  Є о  .

Через Со И  он будем обозначать класс функций С ^Н м  в

олучае (< А $ /г) -  0 . - й #
Т е о р е м а  2 . Если 6  0 2  а #  , то

при л  — о о  справедливы оледующие асимптотические оценки:

+ (О ( і)у (п ) , со (~ )З г(/т 'п  ( / / ( * ) ,п)) —  ;

й > & )  М м п  (/4(Л ), И))= (0 (1 ) , £  £ $ ±  {  ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как отмечалось выше, верхняя

■ я*™  %л ( ^ Н а - . І Ц У щ > \ 0 , х ) \ ^  І и р  І ( ( * ) - .
і  в  ч Г %

81



<%£(£, Х)| не завиоит от X . Поэтому будем оценивать укло­

нение р п (-/, Ос) в точке X -  0 . Поскольку 0 , то
л

соглаоно лемме 3 .1  из [ ї ї ]  \  І ів  /с.  Олвдо

вагельно,уклонение 9 ^ ,  X)  можно представить в  виде у

Л ( £ Х) ^ І ^  Ч Ф & Ь Р )  №  (32)
Л -  о о

* »  ч ( о , 1 ) - - « к ь ) - т ) - № ° )  ■

В оилу ( I )  -  (5 ) и (32) имеем

=х> Г  %

/ п ( { > ° )  =  У & )  < ? ( * ) { ) п г г т г і с ї і г +
-г э о  0

і  с=>О

■ь (р (п ) {\) ш  ь іо /ь '-  + ^  у>(пгг)со$ с!V  о/і.
1/п і

В дальнейшем будем использовать оценки, уо тановленные в { и  , 
о. 106, 108, 120 , 121]  .

/*Ш <=*о

5) Щ %)  ^  У № ) т Н М і I = (9(і)у(п)оо ( ± } ,  (33)

ОО ■=*‘Э

N ^ 4 $ )  ь-)Ил с /к с і ї| * (О(Ю р(п)М (ъ). <34)

Далее, из (7 ) и (3 2 ) , (33) получим

-  Ф(і)ППМ п ) '  ( 35)

І ( ,^ №  А . . .

Iо 9 Й ) % ^ Н  » - Щ  У ( | )  (

* « ( К » ;  М ^ 1 ) Л  | у  0 Ч ) ч > ( п ) ‘о ( ж )  і



то

\т> М  ~

ОО ОО £

<У'(ПК )81П г # / # ]  1 ^  +

+ ф (1)у (п )со(^ ) .

^  - к  

: & ( ! ) ? £ >  0 ( * ) ,

СИ

Поокодьку

1 п т )  ( г0/£\М £%_
^  о  * < « '  £ *

, и £ & л

Ц(р(Ю ( ,+ ,С£>2ж~1

~ Т Г  а  0  ^ ~ 7 *

(36)

&)$ Я 1 ПЩП) (

- р г - < # * —  Ь  « Г | >
1* ( > ^ л

т * - ‘-.сН +

+

* г

щ т « т = ^ т ) ^ +
П, V

X *

№ ) ? ( л ) 0 } ( £ )  •

О то юда ооглаоно лемме -1Л [-И , о . 43 ] получим

М  Л , « 1 - г  у,
л .  О Ш - 7 Г ~ &  *  0  Ш ) ~ Т Т  

&  г  )  а д )1 л * )



= С ( ° )  + 0 ( і )  )А ; (37)
Таким образом, из (32) -  (37) имеем

« И г  ^

и я * т у м

- + №  ^Ц >(П )/% (0) + (9(±)<{(П)С0(^) • (38)

Пуоть о начала у/(П)  ^ П и 0?(£ )  &гу/(П)~ 0(1). Тогда, 

ионользуя результаты работы [і  I ] ,

-̂ г ,  т  \  < & )  =

^  * м ж  £^(п)

^  т ^ у т й г ^ с п )  с о ( & ) № &

Щ )

№
ч-

+ € ( і ) у ( п ) с о ( ± ) ,
тлеем

\0 % ( { , о ) \  = ч > 0 1 ) \ < х я ' в £ г & ( 0)\ + Ш П " М Ю

Отаюда, учитывая теорему і  работы [ і £  ]  , имеем

Й Ж Л Л П - -

= Ь )(1*)М + ® (1)(р(П )М (% ) . (39)

Боли СО(ъ)£цП - *  о о  при И ■—+ с о  то учитывая ре­

зультаты [10,11 ]  , из (38) оледует



« v o '  %
l2.~t\ / /v.

.(4-0)

Іоли же CO(^)âljy(n)= d?(i) , го 'из (38) долучим

%JCXX) 4 < ™ i r \ f p v ( § ) » t d u
%  0 

і fh% 2VQi) ( r -
Im T  ~ W ~  \  & № Ю ( й + Щ )Г (П ) (0 ( ± )  (41)

Пусть гепарь jt((n) > И . Из соотношения (38) имеем

cos

fri\t\sn!)b '

Cfi? £ . Ц/(М-) ( - <Ыи Ь
fi(f, 0)  =  —   S  У І )  d t  t
0 Jr sti Iti< nSb

S  w ^ ^ - d t + c c s - f f m t ' Z m
" f  ft ft-ilttéji(n) v

f  ® (i) <№)<»(£). M  (42)

^  В пилу предложения 7 Л из [ 9 ] долучим

S  О - т г *  ' И ) '  ^

/lJN'|t|£yrfft} * , г *

оэгому отоюда и из (42) имеем

м о ; 3 £ ф ы  s

h nos f y w  fV(0) +■ (Ç({ ) Ц)(Ц) с о ф  . (43)

Еоли же CO(jjr)Stft - £?/ / j ,  го, используя результаты работ 

-И ]  и [  Г4 ]  , имеем



1 ' f  (0 (i)  f ( n )  (o (j-)  , (44 )

Боли при n  —*■ « о  , импользуя резульга

ты работы f  1 3 ] ,  получим .

Ю  =  | |  • \ w (^ )b iv td t

+ & a ) f ( n ) ,  i .  (45)

Веля ив СО(—)£п  И ~ ( 9 ( I ) ,  то из (42) ,  (43)  следует 
а

% jto H (0 ’ ~  |[g \G0$'^r)y(tt) I fl  fl ' ^0(jf)8l'ntoft

t  ~  \ c o tg \ y c n )^ ü ? (2 t)c /t  + Ш )у (п )со (^ ) . (46) 
“» 0 

Из соотношений (40) -  (46 ) следует справедливость утвэрвденая 
теореш .
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