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1 Вступ 
 

В монографії А.М. Самойленка [1] 
отримано результати про існування 
інваріантних множин систем диференціальних 
рівнянь в термінах нулів невід’ємно 
визначених функцій Ляпунова. В подальшому 
дані результати узагальнювалися на системи 
неавтономних диференціальних рівнянь та 
рівнянь з випадковими збуреннями [2 - 4]. В 
них доведено, що нулі деякої невід’ємно 
визначеної функції Ляпунова  ),( xtV , 0³t , 

mRDx ÌÎ  є інваріантною множиною, при 
умові, що їх проекція на nR  компактна в D , а 
похідна ),( xtV  в силу системи недодатно 
визначена. 
     В [5] досліджено наскільки наявність 
невід’ємно визначеної функції Ляпунова, 
похідна якої в силу системи недодатно 
визначена, є необхідною для існування та 
стійкості інваріантних множин. Тобто 
фактично отримано обернення теорем 
А.М.Самойленка аналогічно оберненим 
теоремам Ляпунова в теорії стійкості (див., 
наприклад, теорема Персидського [6, с. 254]). 
 

 
© А.М. Ткачук,  Т. Добродзій, 2008  

 
     
 Основною ціллю даної роботи є отримання 

аналогічного результату для різницевих рівнянь. 
Також досліджено питання про зв’язок між 
інваріантними множинами систем 
диференціальних та відповідних різницевих 
рівнянь в термінах нулів додатно визначених 
функцій Ляпунова. 

 
 
       
2 Основні результати 

 
Розглядається система диференціальних 

рівнянь вигляду  

           ),( xtX
dt
dx

= , (1) 

та відповідна їй система різницевих рівнянь 

             )(1 nnnn xXxx +=+ , (2) 

де 0³n , mRDx ÌÎ , 1=h  - крок різницевого 
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рівняння,  
)( 0 ntxx nn += ,    000 )( xtx = . 

 
Функція ),()( xnXxX n =  визначена при DxÎ , 

0³n , неперервна та ліпшицева по x . 
     Нехай mRZM ´Ì + , 

0nM  – переріз M  

гіперплощиною 0nn = , +Î Zn0 . 
     Означення 1 Множину DM Ì  назвемо 
додатно інваріантною множиною системи (2), 
якщо розв’язок )(xxn  системи (2) такий, що              

0
)( 0 nn Mxx Î , 

має властивість:  
                          nn Mxx Î)(      для    +Î Zn . 
     Означення 2 Додатно інваріантну множину 
M  системи (2) назвемо стійкою при 0nn ³ , 
якщо для довільного 0>e  можна вказати таке  

0),( >= nedd , що якщо 
dr <),(

00 nn Mx , 
то  
                  er <)),(( nn Mxx  для +Î Zn . 
Нехай 1D  - обмежена область, що міститься в D  

з деяким своїм околом, 1D  - замикання 1D . 

     Означення 3 Функцію )(xV , визначену в 1D , 
будемо називати знакосталою в 1D ,  якщо для 
всіх 1DxÎ  ненульові значення функції )(xV  
мають один і той же знак.  Знакосталу в 1D  
функцію )(xV  назвемо знаковизначеною в 1D , 
якщо множина її нулів є непорожньою і 
компактною в 1D .  
 
     Позначимо через ),( 0 xnxn  розв’язок системи 
(2)  такий,  що xxnxn =),( 00

, Dxnxn Î),( 0  для 

довільного +Î Zn .  

Має місце наступна теорема. 

Теорема 1 Нехай система (2)  має при  0³n , 
DxÎ  додатно інваріантний рівномірно стійкий 

многовид M  такий, що MmRPr  компактна в D . 

Тоді в деякому околі 1D  множини M  існує 
послідовність функцій )(xVn  з властивостями: 

     1) )(xVn  – додатно визначена рівномірно по 
0³n : 

          0)(inf
),(:;0

>=
>³

eer
VxVkMxxk k

 (3) 

при довільному  ;0>e  
     2) )(xVnD  – недодатно визначена:  

0)()()( 11 £-=D ++ nnnnn xVxVxV ,        

при 0³n  , 1DxÎ ; 

     3) множина нулів функції )(xVn  співпадає з 
M , тобто   

     { }.,0,0)(:),( DxnxVxnM nn Î³==  

Доведення. Для доведення розглянемо 
наступну послідовність функцій  

       )),,((sup)( 2
kk

nk
n MxnxxV r

³
= , 

де yxnxMxnx kMykk
k

),,(min)),,((
Î

=r . 

Тоді  

³=

=

³>³

>³

)),,((supinf

)(inf

2

),(:;0

),(:;0

nn
knMxxk

kMxxk

Mxkx

xV

k

k

r
er

er
 

.),(inf 22

),(:;0
er

er
>³

>³
kMxxk

Mx
k

 

     Отже, маємо 
0)(inf

),(:;0
>=

>³
eer

VxVkMxxk k

, 

для будь-якого .0>e  
Далі  
          =-=D ++ )()()( 11 nnnnn xVxVxV  

              
,0)),,((sup

)),,((sup

2

2

1

£-

-=

³

+³

kk
nk

kk
nk

Mxnx

Mxnx

r

r
 

оскільки друга множина містить більше 
елементів. 
     Для доведення пункту 3) скористаємося тим, 
що M  - додатно стійкий многовид. Тоді для 
довільного 0³k  маємо  

0)),,(( =kk Mxnxr . 
Звідси отримаємо, що  

0)( =xVn . 
Якщо ж 0)( =xVn , то  

0)),,((sup 2 =
³

kk
nk

Mxnxr , 
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а тому  
0)),,((sup =

³
kk

nk
Mxnxr . 

Тоді kk Mxnx Î),(  для довільного 0³k , а отже 
M  – додатно стійка множина.  
     Теорему доведено. 
     Наступні дослідження присвячені вивченню 
зв’язку між інваріантними множинами систем 
диференціальних та відповідних різницевих 
рівнянь. В [5] приведено умови існування та 
стійкості інваріантної множини системи 
диференціальних рівнянь в термінах знакосталих 
функцій Ляпунова )(xVh  системи різницевих 
рівнянь.  

А саме отримано наступний результат.  
Теорема 2 Нехай )(xVh  знаковизначена в 

1D  функція, для якої )(xVhΔ , де  

0)()()( 11 £-=D ++ nnnnn xVxVxV  

знакостала в 1D , сім’я функцій )(xVh  
рівномірно збігається по x  (при 0®h ) до 

)()( 1
1 DCxV Î  та множина нулів )(0 hN : 

1,0)( DxxVh Î=  
рівномірно відділена по h  від границі області 

1D¶ , тобто існують такий крок 00 >h  та 
числове значення ,0>g  що     

.,)),(( 010 hhDhN £"l>¶r  
     Тоді система диференціальних рівнянь  
має інваріантну множину, якщо знаки )(xVh  
та )(xVhΔ  різні. 
     В даній роботі розглянемо обернену задачу, 
тобто отримаємо умови існування та стійкості 
інваріантної множини системи різницевих 
рівнянь в термінах знакосталих функцій 
Ляпунова системи диференціальних рівнянь. 
     Отже, нехай маємо автономну систему 
диференціальних рівнянь вигляду     

                             )(xX
dt
dx

=    (4) 

та відповідну їй систему різницевих рівнянь 

             )(1 nnn xhXxx +=+ , (5) 

де 0³n , mRDx ÌÎ , 0>h  - крок різницевого 
рівняння, функція )(xX  – обмежена,  ліпшицева 
в  D .  

Тоді має місце теорема. 

     Теорема 3 Нехай існує додатно визначена 

гладка функція )(xVV =  така, що 
x
V
¶
¶

 – 

ліпшицева та  

)()()( xX
x
xVxVV

¶
¶

==
××

 

– недодатно визначена в D  функція.  
     Тоді система (5) має додатно інваріантну 
стійку множину, якщо знаки функцій )(xV  та 

)(xV
×

 різні. 
    Доведення. Нехай маємо, що 0)( ³xV  та 

0)( £
×

xV  для 1DxÎ . Із [1, c.68] випливає, що 
множина    

1,0)( DxxV Î=  
 є додатно інваріантною множиною системи (4).  
     Оскільки )(xV  – додатно визначена, то 
множина її нулів непорожня та компактна. 

Множина нулів функції )(xV
×

 є також 

непорожньою та компактною, оскільки )(xV
×

 – 
недодатно визначена в D . 
     Розглянемо наступну функцію  

ïî

ï
í
ì

=

<
=

×

×

.0)(,0

;0)(),(
)(

xV

xVxV
xVh  

Множину нулів функції )(xVh  позначимо через  

{ }0)(:0 == xVx h
hN . 

Враховуючи вигляд функції )(xVh  маємо, що 

множина N h
0  виглядає наступним чином: 

{ }
þ
ý
ü

î
í
ì

=È==
×

0)(:0)(:0 xVxxVxN h . 

За наслідком [1, c.66] маємо, що  

{ }
þ
ý
ü

î
í
ì

====
×

0)(:0)(:0 xVxxVx h
hN . 

     Оскільки )()( 1
1 DCxV Î , то для неї існує 

похідна за довільним напрямом у будь-якій 
точці: 

,0)())((lim
0

£
-+

® h
xVxhXxV

h
 

для будь-якого 1DxÎ . 
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Це означає, що існує такий крок 00 >h , що для 
довільного 0hh <  виконується нерівність 

0)())(()( £-+=D xVxhXxVxV . 
     Відмітимо також, що справедлива поточкова 
збіжність, а саме  

),()())(( xV
h

xVxhXxV ×
®

-+
 

при .0®h  
     Покажемо, що крок 0h  не залежить від x . 
Позначимо через 

h
xVxhXxVxfh
)())(()( -+

= . 

Враховуючи, що функція )(xV  – ліпшицева, а 
)(xX  – обмежена, отримаємо оцінку для )(xf h , 

а саме  

.)()())((1

)())(()(

CxXxVxhXxV
h

h
xVxhXxVxf h

££-+=

=
-+

=
 

     Далі, із того, що 
x
V
¶
¶

 – ліпшицева, а )(xX  – 

обмежена, матимемо оцінку 

.))((

)())((1

)())((1

1C
x
X

x
xhXxVh

x
xV

x
xhXxV

h

x
xV

x
XhE

x
xhXxV

hx
f

£ú
û

ù
¶
¶
×

¶
+¶

+

ê
ë

é
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶

¶
-

¶
+¶

=

=ú
û

ù
¶

¶
-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

+ê
ë

é
¶
+¶

=
¶
¶

За рахунок малості h  можемо стверджувати, що 
DxhXx Î+ )(  для DxÎ . 

     Будемо розглядати функцію )(xfh , для якої 
виконуються умови Ліпшиця, поточкова 
збіжність та рівностепенна неперервність. Тоді 
можемо стверджувати, що буде справедливою 
рівномірна збіжність функції )(xfh : 

)()( xfxfh ® ,   при   0®h , 
 тобто буде виконуватися  

.)()(

:)(0

e

ee

<-

Î"³"NÎ=$>"

xfxf

DxNnNN

nh
 

     Припустимо, що це не вірно. Це означає, що 
існує 0>e  та послідовність nx  така, що 

0xxn ® , ¥®n , що буде виконуватися  

.)()( e³- nnh xfxf
n

 

З іншої сторони маємо: 

=- )()( nnh xfxf
n

 

+-+-= )()()()( 000 xfxfxfxf
nnn hhnh  

.)()()()(

)()()()(

000

00

xfxfxfxf

xfxfxfxf

nh

hnhn

n

nn

-+-+

+-£-+
 

Оцінимо доданки в останній нерівності. Оскільки 
)(xf h  – ліпшицева, а 0xxn ® , ¥®n , то  

.0)()( 00 ®-£- xxLxfxf nhnh nn
 

Аналогічно отримаємо, що  
               00 )()( xxLxfxf nn -£- . 
Із поточкової збіжності випливає, що другий 
доданок прямує до нуля. Прийшли до 
протиріччя. 
     Отже із [7] випливає, що система (5) має 
додатно інваріантну стійку множину. 
     Теорему доведено. 
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