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І. Логарифмічні нерівності 
Найпростішими логарифмічними нерівностя-

ми є нерівності log а X > Ь, log а х < b, log а X > Ь, 
log ах < Ь [х > О, 0 < а ф 1) (if. 

Розв'язання найпростіших логарифмічних не-
рівностей базується на властивостях монотон-
ності логарифма. 

Логарифмічна функція log а х при а > 1 моно-
тонно зростаюча, тобто при основі, більшій ніж 
одиниця, більшому значенню функції відповідає 
більше значення аргумента і, навпаки, — мен-
шому значенню аргумента відповідає менше 
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значення функції, а при 0 < а < 1 — монотон-
но спадна, тобто при основі, що змінюється від 
нуля до одиниці, більшому значенню функції 
відповідає менше значення аргумента і, навпа-
ки, — меншому значенню аргумента відповідає 
більше значення функції. 

Приклад 1. Розв'язати подвійну нерівність 
а < logax < р (0 < а ф 1) (2). 
Розв'язання. Логарифмічна функція log a х 

при а > 1 монотонно зростаюча, а при 0 < a < 
< 1 — монотонно спадна. Отже, при а > 1 по-
двійна нерівність (2) має розв'язок aa < х < ар, 
а при 0 < a < 1 — розв'язок аа > х > d'. 
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Відповідь. При а > 1 х є (аа; ар); 
при 0 < а < 1 X є (ар; а"). 
1. Нерівності виду 
log ax> b, \ogax< b, logax> b, log ax< b. 
Нерівність log X > b еквівалентна об'єднанню 

двох систем нерівностей х>а , ІО<х<а , 
[а> 1, [о<а<1, 

а нерівність log a х > b еквівалентна об'єднанню 

двох систем нерівностей 

„ 0 < X < а двох систем нершностеи < 
\а> 1, 

„ 0 < x < a двох систем нерівностей < 
а>1, 

0 < х < а х>а 

а> 1, [о<а<1. 
Нерівність log а де < b еквівалентна об'єднанню 

[ x>a b , 
[о < a < 1, 

а нерівність log ах < b еквівалентна об'єднанню 

х>аь, 

0<а<1. 
У даних переходах від найпростішої лога-

рифмічної нерівності до еквівалентних систем 
нерівностей, що не містять знака логарифма, 
врахована область допустимих значень вихідної 
нерівності. 

Розв'язання будь-якої нестрого! лога-
рифмічної нерівності відрізняється від 
розв'язання відповідної строгої логарифміч-
ної нерівності тільки включенням у множину 
всіх її розв'язків множини коренів логариф-
мічного рівняння. 

Частинні випадки. 
Нерівність log X > - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

х> —, 0 < х < - , 
а 1 а 

а > 1, [0 < а < 1, 

а нерівність log х > - 1 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

х > 1 0 < х < - , 
а < сі 

а>1, [0<а<1. 
Нерівність log а л: < - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

0 < х < І , \х>~, 
а 1 а 

а > 1, [0<а<1, 
а нерівність log а х < - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

двох систем нерівностей 

двох систем нерівностей 

рівність log ах > 0 еквівалентна об'єднанню двох 
[х>1, Г0<х<1, 

систем нерівностей і < 
[а>1, [0<а<1. 

Нерівність logax< 0 еквівалентна об'єднанню 
0 < x < l , fx> 1, 
а>1, [0<а<1, 

нерівність log а X < 0 еквівалентна об'єднанню 
0 < х < 1, Jx> 1, 
а>1, [0<а<1. 

Нерівність log X > 1 еквівалентна об'єднанню 

двох систем нершностеи 
Гх>а, ГО<х<а, 

ане-
a > 1, [0 < а < 1, 

рівність logax > 1 еквівалентна об'єднанню двох 

Гx>a, f 0<x<a , 
систем нерівностей < < 

F [а > 1, |0<а<1. 
Нерівність logcx< 1 еквівалентна об'єднанню 

0<х<а , Гх>а, 
а>1, [0<а<1, 

а нерівність log ,х<1 еквівалентна об'єднанню 
0 < x < a , f x>a , 
a > 1, ] 0 < a < 1. 

двох систем нерівностей 

двох систем нерівностей 

Нерівність loga X > 0 еквівалентна змішаній 
Г0<х*1, 2 

системі < а нерівність loga х > 0 екві-
\ X > 0, 

і < 
[0<а*1. 

валентна змішаній системі 

0<х<—, 
а 

а> 1, 
а. 

0<а<1. 
Нерівність logax > 0 еквівалентна об'єднанню 

fx > 1, 
двох систем нерівностей < 

а>1, 
0<х<1, 
0 < а < 1, a не-

валентна змішаній системі 

Нерівність l o ga х <0 пр11 * > 0 і 0 < a * 1 

о 
розв'язків не має. а нерівність log aх <0 екві-

X = 1, 

Приклад 2. Розв'язати нерівність 

logiog35-log23^>125. 

Розв 'язання. З'ясуємо знак числа log 3 5 -
- log - 3. тобто порівняємо log 2 3 і log з 5. Спро-
буємо підібрати таке раціональне число п, яке 
б розділило дані числа, тобто було б більше 
ніж одне з них, але менше ніж інше. Заува-
жимо. шо обидва логарифми більші ніж 1 і 
менші ніж 2. 

з 
Спробуємо порівняти їх з - . Виявляється, 

з 5 2 з l o g 2 3 > - . оскільки 3>2 2 , З2 > 23, а log 3 5<|, 2 2 
оскільки 52 < З3. Отже, log23 > log3 5, а log3 5 -
- log. З < 0 і задана нерівність в області дійсних 
чисел розв'язку не має. 

Відповідь. X є 0. 

«Математика в рідній школі», № 2, 2014 Передплатний індекс 68834 



МЕТОДИКА. ДОСВІД. ПОШУК 9 

Приклад 3. Розв'язати нерівність 
lOg iglg2*<l. 

7 Ig7 
Розв'язання. Використовуючи формулу 

= с, де с > О, О < а ф 1, 0 < Ъ ф 1, і logba 6 a 

основну логарифмічну тотожність alo^a N = N , 
lglg2 

це N> 0 і 0 < аф 1, маємо 7 lg7 = 7log7lg2 = l g 2 

Тоді початкова нерівність набуде вигляду log lg2 х < 

< 1, звідки, оскільки 0 = lg 1 < lg 2 < lg 10 = 1, 
знаходимо X > lg 2. 

Відповідь. X є [lg 2; + оо). 
2. Нерівність log а > b еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

0<х<1, 

х>аь, 

а> 0 , 
ЬФ 0, 

х > 1 , 

0<х<1, 

0 <а<хь, 

X > 1, 
або 

а>х 
х<аь, 

ЬФ 0, 

а нерівність logxa> b еквівалентна об'єднанню 
двох систем нерівностей 

0<х<1, 

0<х<1, 

0<а<хь, 

X > 1, 

а > х ь 

або 

х>аь, 

а> 0, 

Ь*0 , 

X > 1, 

x<ab, 

ЬФ 0. 

Нерівність log^a < b еквівалентна об'єднанню 
двох систем нерівностей 

0<х<1, 

або 

|4)<х<1, 

х<аь, 

Ьф 0, 

х > 1 , 

х>аь, 

а> 0, 

ЬфО. 

Частинні випадки. 
Нерівність log х a > - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 
0 < X < 1, 

х < 1 , 
а 

a >0 

X > 1, 
і 

Х > — , 
а 

а>0, 

а нерівність log х a > - 1 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

0 < X < 1, 

х<і, a 
a > 0 

X > 1, 

х > і , 
а 

а> 0. 

Нерівність log a < - 1 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

0 < X < 1, 
і 

х>—, a 
a > 0 

X > 1, 
і 

х < — , 
а 

а> 0, 

а нерівність log х а < - 1 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

0<х<1, 

a 
a > 0 

х > 1 , 
1 

х < — , 
a 

О < X < 1, 

a>x b , 

X > 1, 

О < a < x b 

або 

x<ab. 

ЬФ О, 

двох систем нерівностей 

систем нерівностей 

а не-

х > 1 , 

а>0. 

Нерівність log х а > 0 еквівалентна об'єднанню 
0<а<1, Га> 1, 
0<х<1 |х>1, 

рівність log х а > 0 еквівалентна об'єднанню двох 

0 < a < 1, Ja> 1, 
0<х<1 [х>1. 

Нерівність log a < 0 еквівалентна об'єднанню 

x>aD, 

а> О, 
Ьф О, 

а нерівність logxa< b еквівалентна об'єднанню 
двох систем нерівностей 

[ а >1, 0 < а < 1, 
двох систем нерівностей <ї < 

F [ 0<х<1 \х>1, 
нерівність log х а < 0 еквівалентна об'єднанню 

'a > 1, JO < a < 1, 
0 < х < 1 IX > 1. 

двох систем нерівностей 

Передплатний індекс 68834 «Математика в рідній школі», № 2, 2014 



ПОШУК 

Нерівність log х а > 1 еквівалентна об'єднанню 
ГО<а<х, Га>х, 

двох систем нерівностей < < ане-
[0<х<1 [х>1, 

рівність logxa > 1 еквівалентна об'єднанню двох 
[0<а<л:, fа>х, 

[0<х<1 |х>1. 
Нерівність log v а < 1 еквівалентна об'єднанню 

систем нерівностей 

двох систем нерівностей 
\а>х, \0<а<х, 

[0 < X < 1 [х > 1, 

нерівність log х а < 1 еквівалентна об'єднанню 
[ a > X, [ 0 < a < X, 

двох систем нерівностей 
0<х<1 [х>1. 

n 
Нерівність \ogx a > 0 еквівалентна змішаній 

fO<a*l , 9 
системі < а нерівність logх а > 0 екві-

валентна змішаній системі < 
|0<Х*1. 

Нерівність log \ а < 0 при a > 0 і 0 < 1 
розв'язків не має, а нерівність log\ а < 0 екві-

валентна змішаній системі 
а = 1, 

Приклад 4. Розв'язати нерівність 
log х (log 2 5 • loggio • log 1016) > 

> ^20 + 7392+^20-л/392 . 
Розв'язання. Спочатку обчислимо 
log25 • log5 10 • log 10 16 та 

^20 + V392+^20-л/392 . 
Маємо: 
log 2 5 • log 510 • log 1016 = log2 5 - ^ ^ х 

log210 & z 

Нехай yj20 + л/392 + \̂ 20 - л/392 = а . Піднесе-

мо до куба обидві частини цієї рівності. Одер-

жимо (20 + л/392)+3^20 + Т392^ х 

X ^20-V392+3^20 + 7392-^20-л/392 J + 

+ (20-Т392)=а3 , або 

40 + 3^20 + ̂ 392-^20-V392 х 

X ^20 + V392+^20-V392^) = a3, де 

^20 + л/392+^20-7392 =a . 

Таким чином, 40 + 3^202-(V392^f a = a 3 , 

40 + 6a = a3, a3 - 6a - 40 = 0, (a - 4)(a2 + 4a + 
+ 10) = 0, a = 4 a2 + 4a + 10 > 0 (D < 0)). 

Отже. ^20-% 392+^20-7392 =4. 
Після цього z г чаткова нерівність набуває ви-

гляду log . 4 > -4. Вона еквівалентна об'єднанню 
двох систем Н г різностей 

x>h 0<х<1, 

- 1 і 
х<4 4 дс>44. 

З першої іистеми знаходимо хе (і; 72). Дру-
га система рСоБ язків не має. 

3. Нерівності виду log af[x) > b, \ogaf[x) < b, 
l og a/M - Ь. log < b, де/ — деяка функ-
ція. 

Нерівність lag . / W > Ь еквівалентна 
об'єднанні-: двох систем нерівностей 

\f(x)>ab. 0 <f(x)<ab, 

[a>L [0<a<h 
а нерівність log . f (л} > b еквівалентна 

об'єднанні-: двох систем нерівностей 

j/ (x )>a b 0</ (x )<a b , 
[a>L 0<a< l . 

Нерівність log a / W < Ь еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

jo<f(x)<ab, U(x)>ab, 

a>L 0 < a < 1, 
а нерівність log _ / (х) < b еквівалентна 

об'єднанні-: двох систем нерівностей 
j o < / ( x j < a b . f(x)>ab, 

[a>L [0<a< l . 
Частинні випадки. 
Нерівність log _ f [х] > - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

( / ( « ) > ! . о</(х )<~, 

а>1 0<а<1, 
а нерівність log a/(x) > - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

І ( Х ) > } , j o < f ( x ) < ± , 

a>L 0<а<1. 
Нерівність log а f (х) < - 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

о < / ( * ) < ! . j f ( x ) > ± . 

а> 1. , 0 < a < 1, 
а нерівність loga/(x) < - 1 еквівалентна 

об'єднанні-: двох систем нерівностей 

0 < / ( х ) < І . [/(лГ)>1, 

a>L 
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Нерівність log / (х) > 0 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

| / ( х ) > 1 , | 0 < / ( * ) < 1, 
\а> 1, [0<а<1, 
a нерівність log а f [х] > 0 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

|/(х)>1, jO</ (x )< l , 

\а> 1, [0<а<1. 
Нерівність log а / (х) < 0 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

Г0</(*)<1. j / ( x ) > 1, 
!а>1, [0<а<1, 4 

a нерівність log а / (х) < 0 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

|0</(х)<1, j / ( x ) > l , 

[а>1, [0<а<1. 
Нерівність log а / (х) > 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 
Г f ( x ) > a , j O < f ( x ) < a , 

[а>1, [0<а<1, 
a нерівність log а / (х) > 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

j / ( x ) > a , jO < / ( x ) < a , 

Нерівність log / (x) < 1 еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

JO</(x )<a, Jj f (x )>a, 

[ a > 1, [ 0<a< l , 
а нерівність log a f [x) < 1 еквівалентна 

об'єднанню двох систем нерівностей 

jO</ ( x ) <a , j / ( x ) > a , 

[ a> l , [ 0 < a < l . 

Нерівність log2 / ( x ) > 0 еквівалентна змішаній 

f O < / ( x ) * l , i г-/ \ 
системі < а нерівність loga j (x)>0 

\0<аФІ, 

вал 2 < X < 9, другої — х є JR (D < 0). Перетин 
множин розв'язків дає відповідь. 

Відповідь. X є (2; 9). 
Приклад 6 . Розв'язати нерівність 

log2 

еквівалентна змішанш системі 7 ( * ) > о , 

еквівалентна змішанш системі 
0 < а * 1 . 

Приклад 5. Розв'язати нерівність 
log jx 2 - l l x + 43) < 2. 
Розв'язання. Задана нерівність еквівалентна 

системі нерівностей х2 - 1 lx + 43 < 25, х2 - 1 lx + 
+ 43 > 0. Розв'язком першої нерівності є інтер-

( ( \ 2Л 
2 , X X + 

х - 1 х - 1 V У ) V ) 
>3. 

Розв'язання. Задана нерівність еквівалентна 
„ / л2 

нерівності X + 
х-1 

X2 + 2х-^—+ 1 
Х-1 І х - 1 

о х + 

о ' х 2 

х - 1 

ч2 

- 2 

> 8. Маємо 

- 2 х — — - 8 > 0 о 
х - 1 

х - 1 
- 8 > 0 о 

х - 1 

2 2 
2 - 8 > 0. Покладаючи = х - 1 " ^ - х _ і 

одержуємо нерівність t 2 - 2 t - 8 > 0 , звідки зна-

£ > 4 , 
£ < - 2 . 

ходимо 

Таким чином, початкова нерівність еквіва-
лентна об'єднанню нерівностей 

,2 
>4, 

х - 1 

х - 1 
<-2. 

Нерівність log2 f (х)< 0 при/(х) > 0 і 0 < а Ф 

ф 1 розв'язків не має, а нерівність log2 / ( х ) < 0 

З першої нерівності знаходимо х > 1, а з 
другої х<-1-А/3 та -1 + V 3 < x < l . 

Виходить, розв'язками цього об'єднання, 
а отже, і початкової нерівності є проміжки 
- o o < x < - l - V 3 , -1 + л/з <х<1 , 1 < X < + 

Відповідь. 

хе ( - o o ; - i - V 3 ] u [ - l + >/3;l)u(l; + oo). 

Приклад 7. Розв'язати нерівність 

2 
Розв'язання. Оскільки основа логарифма 

0 < ̂  < 1, то задана нерівність еквівалентна 2 . -> 
подвійній нерівності 0 < л3 + X < 2 або системі 
нерівностей 

х +х>0, • 

х 3 + х - 2 < 0 ; 

х ( х 2 + і ) > 0 , 

( х - 1 ) ( х 2 + х + 2)<0. 

Оскільки Xа + 1 > 0 при х є R і х3 + х + 2 > 
> 0 (D < 0), то маємо х > 0 і х - 1 < 0 , звідки 
0 < X < 1. 

Відповідь. X є (0; 1). 
Приклад 8. Розв'язати нерівність 

l o g 2 
1 . + • 2 

X +1 х - 2 2 
< - 1 . 
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Розв'язання. Основа логарифма 2 > 1; тому за-
дана нерівність рівносильна системі нерівностей 

І<1 
х + 1 х-2 2 2' 

1 . + . 2 1 - - > 0 , х+1 х-2 2 

тобто системі 

4л:-2 
(х + і Х * - 2 ) 
Х2-7Х + 2 

(х + ІХХ-2) 

(x-(2-V6)Xx-(2 + V6)) 

< 0 , 

<0 

або 
х-

( * + і Х * - 2 ) 
7-л/4ЇУ 7 + %/4І 

< 0 , 

'Y 
h h <0. (x + lXx-2) 

З першої нерівності останньої системи зна-
йдемо хє (-1;2->/б)и(2;2 + >/б), а з другої — 

f , 7-л/їП ( п 7 + V41 хє -1 ;—-— u 2 ;—-— 

Перетин множин розв'язків кожної з не-
рівностей системи є об'єднання проміжків 
-1<х<2-л/б та 2 < х < 2 + Т б , яка і є множи-
ною всіх розв'язків вихідної нерівності. 

Відповідь. х є ( -1 ;2 -Тб )и (2 ;2 + л/б). 

Приклад 9. Розв'язати нерівність 

logi ( l o g 4 ( x 2 - 5 ) ) > 0. 

Розв'язання. Задана нерівність еквівалентна 
подвійній нерівності 0 < log 4 (х2 - 5) < 1, яка 
в свою чергу еквівалентна подвійній нерівно-
сті 1 < Xа - 5 < 4 або 6 < х2 < 9. Звідси маємо 
систему 

f-3 < х < З, 

х > 7 б , 

х < - 7 б , 
з якої знаходимо - ó s x < -V6 , л/б<х<3. 

Відповідь. X є [-3; - V 6 )и (ч/б; з ] . 
Приклад 10. Розв'язати нерівність 
log 2 (4х - 5 • 2х + 4) < 0. 
Розв'язання. Задана нерівність еквівалентна 

подвійній нерівності 0 < 4 х - 5 - 2 х + 4 < 1, тобто 
системі нерівностей 

,2х 

,2х 
- 5 • 2 х + 4 > 0, 

[2** - 5 2* +3<0. 
Розв'язуючи першу нерівність системи як квад-

ратну відносно 2х, отримаємо [2х - 4)(2* - 1) > 0, 
звідки знайдемо х < 0, х > 2, а з другої нерівності 

5-ч/ЇЗ 5 + ТІЗ аналогічно знайдемо — - — < х < — - — . 

Перетинаючії множину розв'язків кожної з 
нерівностей системи, знайдемо відповідь: 

5-ч13 :0 ъ 2; 5 + л/ЇЗ хє 

Приклад 11. Розв'язати нерівність 
log 2 (34 - 5 (х - 2f - Зх2 (X - 4)2) > 1 (3). 
Розв 'язання, Задана нерівність еквівалентна 

нерівності 34 -5 (х - 2)2 - Зх2 (х - 4)2) > 2. Після 
перетворень одержуємо нерівність Зх4 - 24л3 + 
+53л? - 20х - 12 < 0 (4), рівносильну нерівно-
сті (3). Числа 1. З, 2 + ^ і 2 - ^ ў - є кореня-

О и 
ми рівняння Зх4 - 24л3 + бЗх2 - 20х - 12 = 0; 
тому нерівніс ть (4) рівносильна нерівності 

( х -1 ) ( х -З^х- 2 + 4>/3 х - 2 - 473 <0 , 
У У 

4 'з 4%/3 
або, оскільки 2 — — <1<3<2+——, нерівності 

х - 1 ) ( х - 3 ) X - 2 + 4Тз <0 (5). 
/У 

Застосовуючи метод інтервалів, одержуємо 
розв'язок нерівності (5), а отже, і нерівності 

(3) — множина 
Л 

і u (3;2+4f) 
V 3 J 3 J 

Відповідь. х є | 2 - 4л/3 . ;1 u 3;2 + 4л/3 

Приклад 12. Розв'язати нерівність 

log2 і х2-5х-г4 
х*-4 

+ 1 <1. 

Розв 'язання. Задана нерівність рівносильна 
нерівності 

X -5х-4 
х*-4 

+1 < 2 або нерівності X -5х+4 
X - 4 

< 1 , 

яка рівносильна системі нерівностей 

х2-5х~4 

X2—4 
х2-5Х^4 

X2- 4 

<1, 

> - 1 . 

Перша нерівність системі рівносильна не-

рівності 2Хх + 2) ~ ̂  ' Застосовуючи мет°Д 

інтервалів, знаходимо її розв'язки — всі числа 
8 з проміжків -2<х<— та 2 < х < + тобто 

множина (J-2;^ u (2;+°°). 

Друга нерівність системи рівносильна нерів-
хГх-|) 

ності - — w > 0 і, застосовуючи знову ме 
(х+2Хх-2) 

тод інтервалів, знаходимо множину її розв'язків 
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яка складається з об'єднання трьох проміжків: 

(-оо;-2)и[0; 2 )и (| ;+~ ) . 

Перетин отриманих двох множин складає 
множину розв'язків початкової нерівності, тоб-

0:§М§:+~> 
їдь. * є [ о ; § ] и [ § ; + ~ ) . 

то множину 

Відповідь 

Маємо: 

0</(х)Ф1, 

0<аФІ 

logaf(x)~ 

4. Нерівності виду log af{x) > log а д (х). 
log J[x) < logag{x), log J[x) > logafif(x), log J W ^ 
^ log a 9 M. де f І g — деякі функції. 

Нерівність log aJ[x) > log a g (x) еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

>0, 

f(x)>g(x), 

a > 1, 
д(х)>0, 

f(x)<g(x), 

0 < a < 1, 
[ / ( * ) > О, 

logaA* ) 
0</(х)Ф1, « 

0<аФІ 

log*/(x)-l 
log af(x) ' 

а нерівність loga/(Ar) > log a д (x) еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

а> 1, 
д(х)> 0, 

/(х)<д(х), 

0 < a < 1, 
/ ( * ) > 0 . 

0</(х)фі, о 

0 < а * 1 

{\оёаЛх)-1Х\ОёаЛх)+1)>0 

log а Л * ) 
0 < / ( л : ) * 1 , 
0 < а * 1 

о 

Нерівність loga/(x) < log а д (л:) еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

f(x)<g(x), 
a > 1, ^ 0 < a < 1, 
Дл:)>0, [SfW>0, 

а нерівність log af{x) < log a g (x) еквівалентна 
об'єднанню двох систем нерівностей 

f(x)<g(x), U(x)>g(x), 

а > 1, < 0 < a < 1, 
/ ( * ) > 0, [fif(x)>0. 

Частинні випадки. 
Нерівності log af{x) > log af[x) та log J{x) < 

< log af[x) на множині f[x) > 0 і при 0 < a ф 1 
розв'язків не мають, а нерівності log af{x) > 
> log J{x) та log af[x) < log af[x) еквівалентні 

7 M > 0 , 
0 < a * l . 

<=> < 

(loga / (x ) - l ) ( log a /(x)+l ) log a /(X)>0, 

0</(Х)Ф1, <=> 

0<аФІ 

- l < l o g a / ( * ) <0 , 

l o g a / ( ^ ) > l . 
0</(х)Ф1, О 

0 < a * l 

змішаній системі 

Нерівність log af[x) > log/ M CL Ця нерівність 
еквівалентна змішаній системі 

1 0 g « / ( X ) > I o g ^ ' 
0</(х)Ф1, 

0<аФІ. 

- l < l og a / (x )<0 , 

0</(Х)Ф1, 

0 < а Ф1, 

l o g a / ( * ) > ! > 
0 < / ( * ) * 1, 
0<аФІ 

о 

Розв'яжемо її. 

1</(*)<1, 
0 < / ( * ) * 1, 
0 < a < 1, 

1</(х)<1, 

0</(х)ФІ, 

а> 1 

І(х)<а, 

0 < a < 1, 

І(х)>а, 

0</(х)фі, 

а> 1 
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1 < / ( х ) < 1 . 

О < а < 1, 

І < / ( * ) < 1 , 

<=> І а > 1, 

О < / ( * ) < а, 

О < а < 1, 

' / ( * ) > а, 

а> 1. 

Отже, нерівність log J[x) > log/(x) а еквівалент-
на об'єднанню чотирьох систем нерівностей 

К f ~ < / W < ! -
0 < а < 1 , 

| 0 <f(x)<a, \f(x)>a, 

[0<а<1, |а>1. 

А нерівність log af{x) > log/(x) а еквівалентна 
об'єднанню чотирьох систем нерівностей 

1 < / ( х ) < 1 , | і < / ( х ) < 1 . 

а > 1 , О < а < 1, 

jO < / ( х ) < а , \f(x)>a, 

[0<а<1, [а>1. 

Аналогічно, нерівність log af(x) < log f (x) а ек-
вівалентна об'єднанню чотирьох систем нерів-
ностей 

[ / ( * ) > ! , j o < / ( x ) < I , 
[о < а < 1, [а>1, 

| а < / ( х ) < 1, j l < / ( * ) < а . 
[О < а < 1, [а>1, 
a нерівність log af[x) < log f а еквівалентна 

об'єднанню чотирьох систем нерівностей 

/ ( * ) > ! , j o < / ( * ) < ! , 

< а < 1 , [ а > 1 , 

j a < / ( * ) < 1, |1 < / ( * ) < а, 

[0<а<1, [а>1. 

Приклад 13. Розв'язати нерівність 

l ° g 3 ( § M - l ) > l o g 3 ( * 2 - 2 ) . 

Розв'язання. Оскільки основа логарифмів 
З > 1, то задана нерівність рівносильна систе-

чи, що jc = X можна переписати у вигляді 

\х\2 - 2 >0. 

Понладемс х = t звідси отримуємо систему 
(відносн: г 

t>0. t>0, 

t2 - 2 > 0. ( t+V2) ( t -V2)>0, . 

t>0, 

t - v2>0 . %2<t<2. 
t-2<<X 

Отже. початкова нерівність рівносильна нерів-
ності , 2 < л: < 2 звідки випливає, що множина 
всіх розв'язків початкової нерівності складається 
з проміжків —2<jc<—v/2 та 

Відповідь, хє (-2:-v5)u(n/2;2). 

Приклад 14. Розв'язати нерівність 

l O g i p - G ^ l o g g Х 2 >0 (6). 
З 

Розв'язання.. Область допустимих значень 
нерівності (6) визначається умовами Xі - 6 > 0 

і лё > 0. тобто хє (-со;-7б)и(7б; + °°) (7). 

Оскільки log; (x2 -6^)=-21og9 (х2 - б ) , то 
з 

нерівність 6 еквівалентна нерівності log 9 х2 > 
> 2 kig9pt? - 6) або нерівності log 9 л2 > log9 (л2 -
- 64 враховуючи. що основа логарифмів 
9 > 1 ріЕнс-сіільна нерівності Xі > [х1 - б)2, або 
бікт? - — - —вершност і л" - 13л? і- 36 < 0, з 
якої знаходимо 4 < >? < 9, або х є [- 3; - 2] u 
u [2: 3;. Враховуючи ОДЗ (7), маємо відповідь: 

х є~ -3 : -7б )и (7б ;3 ] . 

Приклад 15. Розв'язати нерівність 

lg % 5л 2 -1 Ох +1 > lg (7 •- X2 - 2х ) (8). 

Розв'язання. Нерівність (8) еквівалентна сис-
темі нерівностей 

% эх2 - 1 Ох + 1 > 7- X2 - 2х, 

7-х2 -2х > 0. 

Зі :»:?зпш заміну л2 + 2х = у, одержимо від-
носн: змінної у нерівність у]Ьу +1 > 7 - у (9). 
Нерівність (9] рівносильна системі нерівностей 

мі нерівностей 
r - b d - l > x 2 - 2 , 2 і 1 тобто системі 

яку, враховую-
2>0, 

\7-у>0 

!5 l -1> 7 - y f , 

з яко: знайдемо 3 < у < 7. 

У <7, 

у2 -19у + 48<0, 
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Повертаючись до змінної х, одержуємо 3 < л? + 
+ 2х< 7, або X? + 2х-3 > 0 і л2 + 2х- 7 < 0, звідки 
знаходимо -1-2>/2<х<-3 і 1<х<-1 + 2\;2 . 

Відповідь, хе (-1-2>/2;-3]и[і;-1+2>/2). 
Приклад 16. Розв'язати нерівність 
log я (2 cos 2х + sin 2х) > log п tg л: (10). 
Розв'язання. Оскільки основа логарифмів 

7і > 1, то задана нерівність рівносильна сис-
темі нерівностей 

[2 cos 2х + sin 2х > tg X, 

[tgx>0. 

Зробимо універсальну раціоналізуючу підста-
новку tg X = Ł Тоді система нерівностей набуває 
вигляду 

2 ^ + 
1 + t2 

t> о 

21 
1 + Ґ 

>t, 
або 

t +2t —t — 2 

1 + Ґ 

t> 0. 

<0, 
(11). 

Оскільки 1 + t2 > 0 при будь-яких t то отри-
мана дробова нерівність системи (11) еквіва-
лентна нерівності t? + 2t2-t-2<0 або (t - 1) 
(t + 1)(£ + 2) < 0 (12). Розв'язками нерівності (12) 
є значення t з проміжків t < - 2, - 1 < t < 1. 
Врахувавши значення t > 0, маємо розв'язок 
системи (11): 0 < t < 1. 

Таким чином, нерівність (10) еквівалентна по-
двійній нерівності 0 < tg X < 1, звідки знаходимо 
кп<х<—+пп', TIE Z. 

4 

Відповідь, хе + n є Z. 

ЛІТЕРАТУРА 
1. Дорофеев Г. В., Потапов М. К., Розов Н. X. 

Пособие по математике для поступающих в вузы. 
(Избранные вопросы элементарной математики). — 
М., 1973. — 528 с. 

2. Сборник задач по математике для поступающих 
во втузы /В. К. Егерев, В. В. Зайцев, Б. А. Кордем-
ский и др. // Под ред. М. И. Сканави. — Мн.: Высш. 
шк., 1990. — 528 с. 

3. Задачи по математике. Уравнения и неравен-
ства. Справочное пособие. // Вавилов В. В., Мель-
ников И. И., Олехник С. Н., Пасиченко П. И. — М.: 
Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1978. — 240 с. 

4. Задачи по математике. Алгебра. Справочное по-
собие. // Вавилов В. В., Мельников И. И., Олехник 
С. Н., Пасиченко П. И. — М.: Наука. Гл. ред. физ.-
мат. лит., 1988. — 432 с. 

5. Л и т в и н е н к о В. Н., М о р д к о в и ч А. Г. Прак-
тикум по элементарной математике: Алгебра. Три-
гонометрия: Учеб. пособие для студентов физ.-мат. 
спец. пед. ин-тов. 2-е изд., перераб. и доп. — М.: 
Просвещение. 1991. — 325 с. 

6. Математика. Тести. 5 — 12 класи: Посібник 
/В. I. Лагно, О. А. Москаленко, В. О. Марченко та 
ін. — 2-ге вид., стер. — К.: Академвидав, 2009. — 
320 с. 

7. Сборник задач по математике для поступающих 
в вузы: Учеб. пособие // П. Т. Дыбов, А. И. Забоев, 
А. С. Иванов и др. // Под ред. А. И. Прилепко. — 
2-е изд., испр. и доп. — М.: Высш. шк., 1989. — 
271 с. 

8. Ш а р ы г и н И. Ф., Г о л у б е в В. И. Факульта-
тивный курс по математике: Решение задач: Учеб. 
пособие для 11 кл. сред. шк. — М.: Просвещение, 
1991. — 384 с. 

9. Ш а р ы г и н И. Ф. Решение задач: Учеб. посо-
бие для 10 кл. общеобразоват. учреждений. — М.: 
Просвещение, 1994. — 252 с. 

10. Цыпкин А. Г., П и н с к и й А. И. Справочник 
по методам решения задач по математике для сред-
ней школы. — 2-е изд., перераб. и доп. — М.: Наука. 
Гл. ред. физ.-мат. лит., 1989. — 576 с. 

Далі буде 


