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З використанням спеціального анзащу знайдено хвильові розв'язки не-
лінійного рівняння дифузії. 

Wave solutions for a nonlinear diffusion equation are found by using the 
special ansatz. 

Вступ. Робота присвячена побудові точних розв'язків нелінійного 
рівняння дифузії 

Т1-1 

Щ = ихх + \и~*~их 4- oqu +01U + 

+ a2UIL^~ + а^и^ + a 4 U 2 - " , (1) 

деи = u{t,x), Ut = f j r , и х х = их = Л > 0, ао,аі ,а2 ,аз,а4 € К, 
п ф 1. Якщо о,о ф 0, то ао можна звести до 1 або —1, помноживши 
функцію и на відповідний скаляр. Рівняння (1) є узагальненням кла-
сичного рівняння Бюргерса щ = ихх+циих, а також відомих рівнянь 
Фішера [1] ut = ихх = и( 1 — и) і Маррі [2] щ = ихх + Аиих + єи2 + си. 
Важливим частинним випадком рівняння (1) є рівняння типу Кол-
могорова-Петровського-Піскунова 

Щ = и х х + а о и п + а \ и + 02 + + а ^ и 2 ~ п , (2) 

яке досліджувалося в [3]. Відзначимо, що систематичне вивчення 
умовної симетрії цього рівняння для п = З, Д4 = 0 було започатко-
вано в [4]. 

Для побудови точних розв'язків рівняння (1) ми використовуємо 
анзац 
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де к - стала, г = z(t, х). запропонований в [3] для побудови точних 
розв'язків рівняння (2). 

В залежності від значення коефіцієнта ао виділимо два випадки. 
Випадок а 0 ф 0. Підставимо (3) в (1): 

2 к з^д 
~ —1 z ^ z t z ~ZX Zxt% 

п — 1 
_ 2fc(3 - ті) 
~ ( п - І)2 

2к 
п ~ Г 

2 к 4 —2тх 
Zx"-1 + -^-rzi'1 zxxxz~^ 

4 к ^ _д±1 ZXXZ n 

+ 

ті — 1 
2 k(n + 1 ) 
(n - l )2 

2k(n +1) „-і , 
( n - l ) 2 ' Z +Xk 2 z * z x 

( n - 1 ) 
- r r "+1 

Z xx Z "-1 + 

2k 1=2 
x I Гzi Zxxz — » 

n - 1 
2k 

n - 1 
2 

— t > + l \ 

+ aokn ( * ) +ei*(^)5Sl+ (f) ̂  + 

Будемо вважати, що в рівнянні (4) 

aofc"-1 

n - 1 " ( n - 1 ) 2 

Рівняння (5) є квадратним відносно fc~5' і має корені 

^ = А ± у л а - 2 ( п + 1)оо 
a0(n - 1) 

(4) 

(5) 

(6) 

Помноживши обидві частини рівняння (4) на zx
n 1 z п~1, отримаємо 

2 2 і 
T^x^xt г z x z x x x a3fc 2 zz-r <24 Aj z — — 1 n — l 

2 ( 3 - n ) 2 
Г t 2 11 - z,. ( n - 1 ) 

2 ( n + 3) 2Afc 
2 I Z: 

2 l S - i 
zt + aj2r + a2K 2 zx — n - 1 

n - 1 

( n - 1 ) n - 1 
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Використовуючи позначення 

2Лі 2А2 , 1-
аі = а2 = -к 5 

ті — 1 п — 1 

а 4 = J ^ f c i - " , A = AfcŁ 

2Лз І - І 
а 3 = - f c ^ 

n — 1 

n - 1 

попереднє рівняння можна переписати в такому вигляді: 

\ \ 2 ^ ^ 2 
Zx^-xt ^х^ххх ^ Z Z X ~ A4Z Н Т 2 хх П — І 

- г : 
, . п + 3 Г 

Zt + Al Z + \2ZX -Zxx + Azxx 71 — 1 

Розв'язок рівняння (8) шукаємо у вигляді 

Z = <t>{£), £ = x + nt. 

Підставивши (9) в (8), отримуємо рівняння 

Ф цф'ф" - ф'ф"' ~ АзФФ' - Л4Ф2 + ^ ( ф " ) 2 

п — і 

цф' + \гф + \2ф' - ф" + Аф" № , '\2 
71 — 1 

Де Ф' = % 

Розв'язки рівняння (10) шукаємо у вигляді [5] 

ф = і/0 + v\4> + v2<p2 + •.••, 

де vo, vi, - • • - сталі, а функція ір задовольняє рівняння 
<p' = є у/Со + сцр + С2ір2 + • • є = ±1. 

(7) 

(8) 

О) 

(10) 

(П) 

(12) 

Для того, щоб функція (11) була розв'язком рівняння (10), ми повин-
ні прирівняти окремо всі доданки, які містять парні і непарні степені 
квадратного кореня, визначеного формулою (12). Враховуючи це за-
уваження, отримуємо таку систему рівнянь: 

цфф'ф"-\3ф2ф' = (\2 + іх)(фу, (13) 

(V ф ф'ф"' + А4ф2 + L ^ r t ) -
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= (W) 

Поділимо обидві частини рівняння (13) на цф2ф': 

Ф" м (>~г . Л '•!•">' 
Ф М V Ч / Ф 

Виконаємо заміну 

ф Ф 
яка перетворює рівняння (13) в рівняння Ріккаті 

у , _ Л 2 у 2 = Аз ( 1 5 ) 

ц ц 

Загальний розв'язок рівняння (15) утворюють функції 

У = ( tanh + С ^ , якщо Л2Л3 < 0, (16) 

+ , якщо А 2 Л 3 >0 , (17) 

де С - стала інтегрування. 
Поділимо обидві частини рівняння (14) на ф3: 

ф ф п — і ф 2 ф2 

Заміна 

У = ^ , ^ = У' + У2 , ^ = У" + ЗУУ' + У3 , 
Ф Ф Ф 

перетворює рівняння (14) в рівняння 

УУ" - ! І ± 1 у 4 + А4 + — ( У ) 2 + 
п — 1 п — 1 
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+ XY'Y + АУ4 + АіУ = 0. (19) 

З'ясуємо, наприклад, при яких значеннях параметрів Аі, А2, Аз, 
А4 і fi функція (16) буде задовольняти рівняння (19). Підставив-
ши (16) в (19) і прирівнявши коефіцієнти при відповідних степенях 
ch ^ ą. c j ; отримаємо систему рівнянь 

2 3 - п Xj 2 А І П + 1 / А 3 \ 

(і2 п — 1 \ Аг у ' n — І д 2 

- ф е Н - Ю ^ Н О 1 ^ 

(20) 

(21) 

(22) 
- й Ш ) — 4 - Й ) - * ( £ ) - * 

З рівняння (20) випливає, що 

д = ±А2, якщо А = 0, р = |А2|, якщо А / 

З рівняння (21) знаходимо, іцо 

Ч - ї М й ; 
Підставивши в рівняння (22), отримуємо 

, п — З / A3 \ 2 

Отже, рівняння (1) має розв'язок 
2 

u=* (f5)"1 h +|Аг,<)+ 

де к визначається формулою (6), а коефіцієнти аі, а2 , аз, clą рівня-
ння (1) визначаються співвідношеннями (7), (23), (24). Відзначимо, 
що розв'язки рівняння (1) для А = 0 наведені в [3]. 

(23) 

(24) 
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Аналогічно показуємо, що розв'язками рівняння (1) є функції 

и = к (x + \\2\t)+C 

-^(x+\X2\t) + C 

якщо А2А3 > 0. 
Випадок а 0 = 0. Рівняння (1) набуває вигляду 

Щ = ихх + Au 2 их + a\U + а2и 2 + а^и"^ + а^и п. (25) 

Будемо вважати, що в рівнянні (25) А ф 0. З рівняння (5) знаходимо, 
що 

, п-1 _ п - Ц 

~ А(п - 1)" 

Отже, розв'язками рівняння (25) є функції 

и — 

и — 

и — 

— — I tanh 

tanh 

(® + |A3|t) + С 

tan 

Г А з 
a 2 

/ I J ( a r + |A3| t) + C 

-(x + |A2|t) + C 
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