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УДК 539.384:624.073 

Н. Г. М е д в е д е в , В. В. Е м е л ь я н е н к о 

К ОБОСНОВАНИЮ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ОРТОТРОПНЫХ 
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ С КОНЕЧНОЙ СДВИГОВОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ 

Имеется много работ, где излагаются уточненные или неклассические теории обо-
лочек. Их обзор приведен в [7, 8]. 

С другой стороны, разрешимость задач теории оболочек, сходимость методов 
Ритда—Галеркина и т. д. тесно связано с коэрцитивностью некоторой симметричной 
билинейной формы, порожденной потенциальной энергией деформации оболочки. В 
случае классической теории оболочек такое исследование проведено в работах [3—6]. 

Ниже излагается вопрос о коэрцитивности указанной формы в случае ортотроп-
ных оболочек вращения переменной толщины в рамках «сдвиговой» модели, а также 
тесно связанные с этим условия закрепления, при которых нет жестких смещений. 

§ 1. Аналогично тому, как это проделано в [7], для трансверсально-изотропной 
оболочки, потенциальную энергию деформации тонкой ортотропной оболочки в рам-
ках «сдвиговой» модели можно представить в виде 

Q 
V(«>)= ±-\\h (Епг2

п + 2 £ 1 2 Є П Є 2 2 + + ^12*12 + + E 2 3 ) + 

+ -y- (£11*11 + 2Я12хпх22 + E22x2
22 + 4012хЦ AxA2dQ. (1.1) 

В случае оболочки вращения компоненты деформации Sij и xrs определяются 
выражениями 

1 du w 1 dv и dA2 w 
Є 1 1 И - Л Г - 0 Г + e 2 2 ( c D ) = - ^ ^ - + Д і Л з d 2 

I dv 1 du v dA2 1 dw и 

, 1 dw v 1 дуг 1 dy2 y. dA* 
= + x » ( t û ) T â T :

 Aia2 dz ' 

_ d / Ya \ , _J_ <̂ Yi , 1 dv 1 / du v dA2 \ 
2x12Н- Ai dz [ A i j + Az + A±R2 dz + a<p <L2> 

где єц, є22, 812 И віз, е2з характеризуют равномерную по толщине оболочки деформа-
цию, связанную с тангенциальным растяжением (в срединной поверхности) и трансвер-
сальным СДВИГОМ (в ПЛОСКОСТЯХ, перпендикулярных срединной поверхности); Хи, Х22» 
Х12 определяют деформацию изгиба и кручения срединной поверхности; со=(м, vß w, 
Yi» Y2)—вектор, определяющий смещения срединной поверхности оболочки (и, V, w) и 
углы поворота нормального элемента (уь Y2)» которые являются функциями от ф, z, пе-
риодическими с периодом 2П по <р; z€[0 , L], L — длина оболочки; Ль Ru R2 — 
параметры Ламе и радиусы кривизны 

r=r(z) — уравнение образующей оболочки вращения. 
Коэффициенты Eij имеют вид [9] 

Р Ei Р
 Е2 f

 v a g i CU - 1 __ VlV2 ' ^22 — I _ v v » 1 Y l v a - 1 — VjV, • 
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где Ei, Ei И VI, V2 — модули упругости и коэффициенты Пуассона по главным направ-
лениям ф, z; G12, G із, G2з — модули сдвига; h=h(ф, z) — толщина оболочки. 

Введем обозначения 

СО = (И, О, W, yV V2) = ("І» «2» "з» «4» "б); 

«і " Є2 = Є22*> Є3 = 812Ї 8 4 = Є13; еб ^ Є23Ї Є6 = Хі2Ї Є7 ~ Х22> Є8 = %12» (1-3) 

§ 2. Пусть Q — прямоугольная область в R2: Й = {(ф, z) | 0 < ф < 2я, 0 •< z < L}; 

Я =x (Q))5— прямое произведение пространств Соболева [1] периодических по ф с пе-

риодом 2 П функций: Я = {со = (и1, и2, и3, ы4, иь) (Q), і = 1, 5} с нормой 

і ' - н і = 2 1 1 <2Л) 
i=i 2 

Предполагаем, что функция ©=. (иь и% и$) удовлетворяет некоторым ус-
ловиям, связанным с закреплением оболочки, которые можно представить в виде 

/© = 0, 

где / £ L (Я, V), т, е. / — линейное непрерывное отображение из Я в F; F — некоторое 
гильбертово пространство, которое определим ниже. 

Так как 16 L (Я, V), то множество функций © из Я, для которых /© = является 
Л» 

линейным множеством, замкнутым в Я. Это подпространство обозначим через Я . Норму 
в Я определим соотношением (2.1) и обозначим ІМІя-

Предполагаем выполненными следующие допущения: 
1) h (ф, г) 6 Loo (Й); h± </і{ф>2) = const > 0; 
2) Elt Е2у G12, СИ, — положительные постоянные; 
3) vx v2 = const, причем і vx I < 1, I v2 I С 1; 

<fV 
4) f (2) 6 C 1 [0, L]; € (0, L); г (г) > const > 0; 

5) / £ L (Я, V) и для y ( ù £ H из условий є. = 0 (і = 1,8), /© = 0 следует, что © = 0. 
Рассмотрим в Я симметричную билинейную форму, порожденную потенциальной 

энергией деформации оболочки (1.1) 

а (со', ©") = П а [ЕЦЄ^І + £ 1 2 (ejeg + е[г2) + Е22ъ2г2 + G128383 + ОиВД + 
й I 

h? t / « 1 
+ ^23 е5Є5І + І 2 І £ Ї 1 8 6 Є 6 + £ X2 ( е 6 Є 7 + Є6Є7) + £ 22 Є 7 Є 7 + 4 0 1 2 Є 8 8 8 І | ' M r f l Ö . 

Здесь с учетом обозначений (1.3) и гі—компоненты деформации, порожденные век-
торами ©' и со". 

В силу допущений 1)—4) форма а(©', ©") определена для любых ©', ©"ЄЯ. 
На основании допущения 5) из условия со ЄН, а( со, ©) = 0 вытекает, что © = 0 . Сле-
довательно, форма а(©', ©") порождает в Я скалярное произведение и норму, опре-
деляемую выражением 

Il û) = а (со, со). (2.2) 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены допущения 1)—5). Тогда в пространстве Я нор-
мы, определяемые выражениями (2.1), (2.2), эквивалентны, т. е. 

m\\(ù\\H < | | © | | Я , < М ] | © | | Я ; у © 6 Я ; m,M = c o n s t > 0 . (2.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Правая часть неравенства (2.3) очевидна. Докажем ле-
вую часть. Рассматриваем деформации Ei как систему линейных дифференциальных 
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операторов Ni, действующих из Я в L2(ù), которые с учетом (1.3) можно предста 
вить в виде 

5 

Bt (0)) = N.(ù = 2 J rtjiapau}\ a = {аь a2); 
J=l |a |<l 

da 

dy^dz** 
I a J = a x + a 2 ; ft/te = nJ(a (z); i « 1,8. (2.4) 

Докажем, что система операторов N* коэрцитивна в Я, т. е. 

8 5 

2 + 2 l l « V l l L ^ ) > c i l ' ® l l g ; fa = const > 0 ) . 
/ -1 /=1 

Следуя [10], рассматриваем прямоугольную матрицу 5 x 8 , элементы которой оп-
ределяются выражением 

N n ( | ) = J / = 1 7 5 . (2.5) 
|a|=l 

С учетом соотношений (1.2), (2.4), (2.5) она имеет вид 

ATVÎ2 0 АҐІІ 0 0 0 0 

0 A ï l t І 0 0 0 0 A~ { Rï l t 2 

(Nn (Ю) = 0 0 0 0 0 A~][£2 О ЛГ1?! 

о 0 0 0 0 0 л ^ ь л ^ 2 

О О О AJ-*U A7 ll ! 0 0 0 

Для £ # 0 (С2— пространство двумерных комплексных векто-
ров) ранг матрицы (Wji( i)) равен 5, а это является достаточным условием коэрци-
тивности системы операторов [10]. 

Из выражений (1.1), (2.2), (2.4) с учетом допущений 1)—4) можно получить 

8 8 

и ö vîr > ] S *2i(cù) d Q = C 2 2 1 1 n P n « o > ( ° 2 = c o n s t > 0 ) - ( 2 - 6 > 

Q î=l /=1 

Аналогично [10] можно показать, что для коэрцитивной системы операторов JV» 
в подпространстве Я справедливо неравенство 

8 

Ц \lNfl llit(Q) > II ö Пя = const > 0). (2.7) 
1 

Из (2.6), (2.7) следует левая часть неравенства (2.3) и теорема доказана. 
§ 3. В связи с использованием теоремы 1 возникает вопрос о возможных видах 

оператора I, обеспечивающего выполнение допущения 5). Последний вопрос связан с 
нахождением решения однородной системы уравнений в частных производных 8 t ( ö ) ) = 0 
( ї = 1 , 8 ) . Аналогично тому, как это проделано в [2], общее решение этой системы 
находится методом разделения переменных и имеет вид 

и = А~1 {[Сх (г - r'z) + С2г'] cos <р + [Сз (г - r 'z) + C 4 r ' ] sin ф + C J ; 

(3.1) 

dr 
V = (Cxz — С2) sin ф — (C3z — С4) cos ф + C6r; ґ = jg-
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w - Afl {[С2 - Сг (гґ + г)] cos q> + [С4 — Св (rrf + г)] sin ф — С5г' 

Vx = cos ф + С3 sin ф; y2 = AJX [ґ (C3 cos ф — Cx sin ф) + CeJ; C^ = const. 

M 
Следуя [5] и используя (3.1), можно показать, что если ICL(rf, V) и соотноше-

ние / < о = 0 обеспечивает закрепление оболочки в трех различных точках хотя бы на 

одном из торцов, то выполняется допущение 5). Например, оператор I : H-+V может 
иметь вид 

1(0 = {и jSi, v | S i , ш |в1); с= 5; \ dS > 0, (3.2) 
Si 

где 
5 — {(ф, z) I 0 < ф < 2я, 2 — 0} или 5 = {(ср, z) і 0 < ф < 2п, z = L). 

Рассмотрим задачу о напряженном состоянии оболочки: для заданного элемен-
та /ЄЯ* (Я* — пространство, сопряженное к Я; f характеризуют внешнюю нагрузку, 
действующую на оболочку найти функцию ш0 — ("о, vQ, w0ß ую, Y20), для которой щЄН, 

а (со0, со) - J (fuu + fDv + fww) AxA2dQ + J (МхУі + dS; V*> € Я, (3.3) 
й 5 

где fu, fv>, fie — компоненты внешней нагрузки, действующие на оболочку; Мь М2 — 
моменты заданные на торце, причем ш0 удовлетворяет граничным условиям (3.2), т. е. 
оболочка закреплена по и, v, а/ на части одного из торцов. Так как в этом случае вы-
полнены условия теоремы 1, то форма а(со', ш") коэрцитивна. Отсюда следует, что ре-
шение задачи (3.3) существует и единственно. 
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