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Метод симетрійної редукції рівняння до рівнянь з меншим числом змінних, зокрема, 

до звичайних диференціальних рівнянь грунтується на дослідженні підгрупової 

структури групи інваріантності даного диференціального рівняння. Розв'язки 

одержані при цьому являються інваріантними відносно підгрупи групи інваріантності 

рівняння. Слід відзначити, що інваріантність накладає дуже жорсткі умови на 

розв'язки, тому симетрійна редукція у багатьох випадках не дозволяє одержати 

широкі класи розв'язків. Останній час увагу до себе привернена ідея умовної 

інваріантності диференціальних рівнянь. Під умовною симетрією рівняння розуміють 

симетрію деякої підмножини розв'язків. Для багатьох важливих нелінійних рівнянь 

математичної фізики існують підмножини розв'язків, симетрія яких суттєво 

відрізняється від симетрії всієї множини розв'язків. Такі підмножини виділяють з 

допомогою додаткових умов, які являють собою диференціальні рівняння в 

частинних похідних. Опис в явному вигляді цих додаткових умов є складною 

проблемою, і на жаль, яких-небудь ефективних методів щодо її розв'язання не існує. 

В даній статті, використовуючи метод запропонований в [1,2] побудовані нові класи 

62 



розв'язків рівнянь Ліувілля і сінус-Гордона. Суть цього методу полягає в слідуючому. 

Нехай маємо рівняння в частинних похідних 
Р(х,и ,и , . . . ,и) = 0 , (1) 

1 2 т 

и=и(х), Х=(Хо, X] , . . . , х„) Є К,.п , и - сукупність всеможливих похідних т-го порядку, і 

нехай рівняння (1) має нетривіальну алгебру симетрії. Для побудови розв'язків 

рівняння (1) використаємо симетрійний ( або умовно- симетрійний) анзац [3]. 

Припустимо, що він має вигляд 

и = ґ(х) ф(<»і,..., 0>к) + ц(х), (2) 

де Ші=о>і(хо, хь...,хк), ..., сок=шк(хо, хь.~, хк) - нові незалежні змінні. Анзац (2) виділяє 

із всієї множини розв'язків рівняння (1) деяку підмножину Побудуємо (якщо це 

можливо) новий анзац 

и = £(х) <р(<»ь-, Юь ®к+1 + е(х), (3) 

ЯКИЙ є узагальненням анзапу (2). Тут <ок+і,..., - нові змінні, які необхідно 

визначити. Змінні Юк+і,..., соь будемо визначати з умови, що редуковане рівнянім, 

яке відповідає анзапу (3), співпадає з редукованим рівнянням, яке відповідає анзапу 

(2). Анзац (3) виділяє підмножину Б і розв'язків рівняння (1), яке є розширенням 

підмножини Б. Якщо відомі розв'язки підмножини 8, то можна побудувати і 

розв'язки підмножини Бь Ці розв'язки будуються в такий спосіб. Нехай и = и( х, 

Сі,..., Сх) є багатопараметричннм сімейством розв'язків вигляду (2) рівняння (1), де 

Сі,..., с1 - довільні сталі. Ми одержимо більш загальне сімейство розв'язків рівняння 

(1), якщо в розв'язку и = и( х, Сі,..., с, ) сталі с, вважати довільними гладкими 

функціями від юіс+і,..., а>ь. 

Розглянемо рівняння Ліувілля В просторі Кі п • 
• и + 1 ехр и = 0 . (4) 

Рівняння (4) інваріантне відносно розширеної алгебри Пуанкаре Р (1,п), яка 

одержується з Р(1,п) в результаті приєднання генератора дилатації: 
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Генератори Jab , Ра , D алгебри P (l,n) задовольняють комутацій 

співвіднопіенням: 

[«/ ар > і/ий] = & aS J Pv~ S аи J рз ~~ S ps J a t } + S pv ^ aS ' 

[ p a , j p v ] = g a p p » - g a v p p > [ p a > p p h 0 

[d ,Pa]=-Pa, [d ,Ja,]= 0; (a ,fi,v,S = 0 Д , . . . , и ) . 

Симетрій ний абзац u = cp(coi) , ші = x3 , редукує рівняння (4) до рівняння 

d > 
d со 2 = Л.ЄХр <р(щ). 

Інтегруючи це рівняння, отримуємо, що (р співпадає з однією з таких функцій: 

In V 2Я 
1 1 sec2 •Ц+с2) ( Сі < 0 ; А- > 0 ; С2 є R ) 

lnS 
2С,С2 ехр( л/сГ-^і) 1 

я 1-С 2 єхрі 
( С] > 0 ; АС 2 >0) ; 

ґ 
In 

V 
0)} + с 

у 

Звідси, згідно з [1,2] отримуємо наступне сімейство розв'язків рівняння (4): 

u = Іпі 
V 2Я 

sec 
f w 

(x3+h2(<y) (h](<y ) < 0 ; Л>0) ; 

U= \п< 
2 hj(co)h2{o)) exp^h,((o) x3J 

Л W *,)] 
(h i (£»)>0 ; Ah 2 (®)>0) ; 

u = -In 
\ 2 

x3 + h(<y) 

де hi(ct)) , h2(to), h(w) - довільні двічі диференційовні функції , CO - ДОВІЛІ 

розв'язок системи: 



д10) 
дх" 

= 0 

( я > д со 
2 2 ( я Л О (0 

к д^ім v ^ X n ) 
0 (5) 

Використовуючи, наприклад, розв'язок рівняння Ліувілля (4) [4] 
2(s-2) 

u = 111 
Л[х2

0-х^-...-х;] -

знаходимо широкий клас розв'язків рівняння Ліувілля 
2(s-2) 

s * 2 

u = In 
Я [ xj -xJ- . . . -з^ ~(ХШ +hL+l(w))2-...-{xs +hs(a>))2] 

де со - довільний розв'язок системи: 

• С08ц = 0 , 

(Уа>я+1)2 = 0 , Уа)ГУ со8+]=0, і = 1, 2,. . . , 8 . 

а Ьь+і(©),...,Ьл,(<») - довільні двічі диференційовні функції. Якщо 8=3, то рівняння (4) 

має в просторі Кіз наступне сімейство розв'язків 
2 

u = In 
Л [x2-x2-x2

2-(x3+h3(^))2] 

Для рівняння сінус-Гордона 

• u + sin u = 0 

в аналогічний спосіб отримуємо наступні розв'язки 

u = 4 arctghi(to)e (1 -є)к, £о = ±1; є=±1; 

u = 2 arccos [ dn ((хз+h^co), m)] + - (1+ є ) ж, 

u — 2 arccos [ Cn( (" 
х3 + h1 {ф) 

m 

0 < m < 1 

0 < m < 1 

де hi(co) - довільна двічі диференційовна функція, to - довільний розв'язок системи 

(5). 
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Під ідеальними розуміють багатополюсники, які не повинні розсіювати чи 

накопичувати електричну енергію, тобто не мають в собі елементів типу R, L, С, М. 

Вони володіють властивістю передавати (перетворювати) енергію, що виражається 

аналітично наступним чином 

PUt)=PW), (1) 

де PJJ) і Рвих(і) - відповідно, вхідна і вихідна миттєві потужності. Математичні 

рівняння ідеальних багатополюсників не мають інтегралів чи похідних від режимних 
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