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Abstract. The theory of long-time damageability is built for granular composite mate-

rials with physically nonlinear components. The process of damaging the components is 
modeled by forming in them the stochastically arranged micropores. The criterion of dam-
age of a unit microvolume is characterized by its long-term strength, which is caused by 
dependence of the brittle fracture time on the degree of closeness of equivalent stress to its 
limit value. For arbitrary value of time, the balance equation of damage (porosity) of com-
posite components is formulated. A calculation algorithm of dependences of damage on 
time, macrostresses on time, as well as the corresponding curves are constructed. An effect 
of the matrix nonlinearity on curves of macrodeformation and damage of material are stu-
died. 
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Введение. При достаточно высоких нагрузках в материалах и элементах конструк-

ций происходит образование и развитие во времени рассеянных микроповреждений, 
что приводит, как правило, к образованию магистральных трещин. Микроповреждения 
представляют собой хаотически расположенные разрушенные микрообъемы материа-
ла, полностью или частично утратившие несущую способность. Следствием накопле-
ния микроповреждений является уменьшение эффективной или несущей части мате-
риала, оказывающей сопротивление нагрузкам.  

Наблюдения за работой элементов конструкций и сооружений, а также эксперимен-
тальные исследования свидетельствуют о том, что повреждаемость может быть как 
кратковременной (мгновенной), соответствующей уровню напряжений или деформа-
ций в момент их задания, так и длительной, проявляющейся в росте повреждений во 
времени после приложения нагрузки. В основу структурной теории кратковременной 
микроповреждаемости однородных и композитных материалов [7, 9, 10] положены 
уравнения механики микронеоднородных тел стохастической структуры и моделиро-
вание рассеянных микроповреждений системой квазисферических микропор [5]. Дли-
тельная повреждаемость представляет собой процесс накопления во времени рассеян-
ных микроповреждений в виде микропор и микротрещин. Прочность материала явля-
ется микронеоднородной, т.е. предел мгновенной прочности и кривые длительной 
прочности микрообъема материала являются случайными функциями координат, 
описываемыми определенными плотностями или функциями распределения. Под 
действием постоянного растягивающего напряжения часть микрообъемов, предел 
прочности которых ниже приложенного напряжения, разрушится, т.е. на их месте 
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образуются микротрещины или микрополости. На тех микроучастках, где напряжения 
меньше пределов прочности, но близки к ним, разрушение происходит через некото-
рый промежуток времени, который зависит от степени близости напряжения к преде-
лу микропрочности. Теория длительной повреждаемости однородного и волокнистых 
материалов построена в [8, 11, 12] на основе моделей и методов механики стохастиче-
ски неоднородных сред. 

У многих материалов, например, у металлов, а также полимерных материалов при 
высоких температурах, зависимости между деформациями и напряжениями становят-
ся нелинейными. Поэтому актуальным является обобщение теории длительной по-
вреждаемости волокнистых композитных материалов [11, 12], построенной на основе 
моделей и методов механики стохастически неоднородных сред, на случай физически 
нелинейных зернистых композитов. Процесс повреждаемости компонентов зернистого 
композита моделируется разрушением в них рассеянных микрообъемов материала и 
образованием на их месте стохастически расположенных микропор. Критерий разру-
шения единичного микрообъема компонента характеризуется его длительной прочно-
стью, описываемой дробно-степенной или экcпоненциально-степенной функцией дол-
говечности, определяемой зависимостью времени хрупкого разрушения от степени бли-
зости эквивалентного напряжения к его предельному значению, характеризующему 
кратковременную прочность по критерию Губера – Мизеса. Предел кратковременной 
прочности компонента принимается случайной функцией координат, одноточечное 
распределение которой описывается степенной функцией распределения на некотором 
отрезке или распределением Вейбулла. Эффективные свойства и напряженно-деформи-
рованное состояние зернистого композита с системой стохастически расположенных 
микроповреждений в компонентах определяются на основе стохастических уравнений 
упругости зернистых сред с пористыми компонентами. Исходя из свойств функций 
распределения и условия эргодичности случайного поля кратковременной микропроч-
ности, а также зависимости времени хрупкого разрушения микрообъема от его напря-
женного состояния и кратковременной микропрочности, сформулированы для задан-
ных макродеформаций и произвольного момента времени уравнения баланса повреж-
денности (пористости) компонентов композита. Зависимости макронапряжения – мак-
родеформации для зернистого материала с пористыми компонентами и уравнения ба-
ланса пористости компонентов описывают совместные процессы деформирования и 
длительной повреждаемости зернистого композита с учетом их взаимодействия. На 
основе метода итераций построены алгоритмы вычисления зависимостей микропо-
врежденности компонентов зернистого материала от времени, макронапряжений от 
времени, а также получены соответствующие кривые. Исследовано влияние нелиней-
ности на деформирование и микроповреждаемость композита. 

§1. Физически нелинейное деформирование зернистого композита описывается 
зависимостью модулей объемного сжатия K  и сдвига   ( 1, 2)   компонентов от 
деформаций. Предположим, что в процессе нагружения происходит микроповреж-
даемость компонентов, которую моделируем образованием системы стохастически 
расположенных квазисферических микропор, возникающих в тех микрообъемах, где 
напряжения превосходят предельные значения микропрочности. Для элементарного 
макрообъема имеют место зависимости между макронапряжениями ij   и макро-
деформациями ij   

* * *2( ) 2 ,3ij rr ij ijK                                       (1.1) 

где * *,K   – эффективные модули, являющиеся функциями макродеформаций 

ij   вследствие физической нелинейности и микроповреждаемости. 
Пусть включения и матрица материала имеют пористость, соответственно, 1p  и 

2p . Обозначим модули объемного сжатия и сдвига материалов каркасов включений и 
матрицы, соответственно, 1 1,K   и 2 2,K  , а объемные содержания пористых вклю-
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чений и пористой матрицы, соответственно, 1 2,c c . Тогда определение эффективных 
модулей упругости физически нелинейного зернистого композита с пористыми ком-
понентами сводится к следующему итерационному алгоритму. Эффективные модули 
объемного сжатия *( )nK  и сдвига *( )n  в n -ом приближении определяются [2, 6] че-
рез соответствующие модули включений ( ) ( )

1 1,n n
p pK   и матрицы ( ) ( )

2 2,n n
p pK   в n -ом при-

ближении формулами  
( ) ( ) 2
1 2*( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2 ( ) ( )
1 2 2 1

( )
;

n n
p pn n n

p p n n
p p c

K K
K c K c K c c

c K c K n


  
 

 

( ) ( ) 2
1 2*( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2 ( ) ( )
1 2 2 1

( )n n
p pn n n

p p n n
p p c

c c c c
c c m

 
  

 


  
 

                           (1.2) 

(9 8 )4 ;
3 6( 2 )

c c c
c c c

c c

Kn m
K

 



 

  
 

;                                    (1.3) 

1 1 2 2 ;c p pK c K c K   1 1 2 2 ,c p pc c                                   (1.4) 

если жесткость пористой матрицы больше жесткости пористых включений, и 

1 2

1 2 2 1

;p p
c

p p

K K
K

c K c K



   1 2

1 2 2 1

p p
c

p pc c
 


 




                             (1.5) 

 – в противном случае. Здесь 1 2,p p   – модули сдвига компонентов при линейном 

деформировании. Эффективные модули пористых включений ( ) ( )
1 1,n n

p pK   и матрицы 
( ) ( )
2 2,n n

p pK   в n -ом приближении согласно [2, 6] определяются формулами 
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     (1.6)

 

где 1 ( )n
lm
   – средние деформации по неповрежденной части материала включения 

или матрицы в n -ом приближении. В ( 1)n  -ом приближении они связаны со сред-
ними по компонентам деформациями в n -ом приближении ( )n

ij
   зависимостями 
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( 1, 2). 

             (1.7) 

Средние по компонентам деформации в n -ом приближении ( )n
ij
   определяются 

через макродеформации ij   по формулам 
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*( ) ( )

( ) ( )
1 2

( 3 ).
( )

n n
p

rr ij ijn n
k p p

k
c

 
   

 

          
                      (1.8) 

Эффективные модули при заданных макродеформациях ij   определяем как пре-
дельные значения итерационного процесса  

* *( ) * *( )lim ; lim .n n

n n
K K  

 
                                           (1.9) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором 
микрообъеме неповрежденной части материала компонентов возьмем критерий проч-
ности Губера – Мизеса [3] 

1I k
    ( 1, 2),                                                     (1.10) 

где 
11 1 1 2( )ij ijI   

   
       – второй инвариант девиатора тензора средних напря-

жений 1
ij
    по неповрежденной части материала  -компонента; k  – предел 

микропрочности компонента, являющийся случайной функцией координат. 
Так как средние по неповрежденной части материала  -компонента напряжения 
1
ij
   связаны со средними в компоненте напряжениями ij

   зависимостями [7] 

1 1 ,
1ij ijp

 



    


                                                 (1.11) 

то инвариант девиатора тензора средних напряжений по неповрежденной части мате-
риала 1I 

   определяется через инвариант девиатора тензора средних в компоненте 

напряжений 
1

2( )ij ijI  
   

       выражением 

1 1
1

I I
p

 
 


   


,                                                     (1.12) 

а через инвариант девиатора тензора средних деформаций в компонентах 
1

2( )ij ijI  
           такой формулой: 

1 2
.

1
pI I

p
 

 



   


                                                   (1.13) 

Инварианты девиаторов средних деформаций в компонентах I   определяются 

через инвариант 
1

2( )ij ijI    
       для всего композита соотношениями 

*
(3 )1

1 2

( 1) .
( )

p

p p

I I
c

 
 



 
 


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
 


                                        (1.14) 

Тогда с учетом соотношений (1.13), (1.14) критерий прочности (1.10) в простран-
стве макродеформаций принимает вид  

*
(3 )1

1 2

2 ( )
( 1) ( 1, 2).

(1 )( )
p p

p p

I k
c p

 
 

 

  


 


 


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 
                          (1.15) 

Если инвариант 1I 
   для некоторого микрообъема  -компонента не достигает 

соответствующего предельного значения k , то, согласно критерию длительной 
прочности, разрушение произойдет по истечении некоторого промежутка времени 
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k
 , длительность которого зависит от степени близости 1I 

   к предельному значению 
k . В общем случае эту зависимость можно представить в виде некоторой функции 

1
,( )k I k 

      ,                                                 (1.16) 

причем ( , ) 0k k    , (0, )k    , согласно (1.10). 
Простейшим заданием одноточечной функции распределения ( )F k   предела 

микропрочности k  неповрежденной части материала компонента является степен-
ной закон на некотором отрезке 

0

0
0 1

1 0

1

0, ;

( ) , ;
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n

k k

k kF k k k k
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 

                               (1.17) 

а также распределение Вейбулла 

0

0 0

0, ;
( )

1 exp[ ( ) ], ,n

k k
F k

m k k k k

 
 

    

 
   

                          (1.18) 

где 0k  – минимальное значение предела микропрочности компонента; 1, ,k m n    – 
детерминированные постоянные, описывающие конкретный характер функции рас-
пределения, которые определяются путем аппроксимации экспериментальных кривых 
по разбросу микропрочности или диаграмм деформирования. 

Случайное поле предела микропрочности компонента k  является статистически 
однородным для реальных материалов. При этом его масштаб корреляции, а также 
размеры единичных микроповреждений и расстояния между ними принимаем пре-
небрежимо малыми по сравнению с макрообъемом материала. Тогда случайное поле 
k  и распределение микронапряжений в материале компонента при однородном на-
гружении удовлетворяют свойству эргодичности, а функция распределения ( )F k   
определяет относительное содержание материала неразрушенной части компонента, в 
котором предел прочности меньше соответствующего значения k . Поэтому при не-
нулевых напряжениях 1

ij
   функция 1( )F I 

    согласно (1.10), (1.17), (1.18) опре-
деляет относительное содержание разрушенных микрообъемов скелета компонента. 
Так как разрушенные микрообъемы моделируются порами, то, обозначая начальную 
пористость компонента 0p , можем записать уравнение баланса разрушенных микро-
объемов компонента или его пористости [7] 

1
0 0(1 ) ( ).p p p F I 

                                                   (1.19) 

С учетом соотношений (1.13), (1.14) уравнение баланса пористости компонента 
(1.19) в пространстве макродеформаций принимает вид  

*
(3 )1

0 0
1 2

2 ( )
(1 ) ( 1) ,

(1 )( )
p p

p p

p p p F I
c p

 
    

 

  
 


 

 
    

   
                   (1.20) 

где эффективный модуль сдвига *  и модули сдвига компонентов 1 2,p p   опреде-
ляются формулами (1.2) – (1.6). 

Если напряжения в  - компоненте ij
   действуют в течение некоторого време-

ни t , то согласно критерию длительной прочности (1.10) за это время в  - компонен-
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те разрушатся микрообъемы с такими значениями предела микропрочности k , для 
которых имеет место неравенство 

1
,( ) ,kt I k 

                                                      (1.21) 

где инвариант 1I 
   определяется выражениями (1.12) или (1.13). 

Время k
  хрупкого разрушения  - компонента для реальных материалов при не-

высоких температурах имеет конечное значение, начиная только с некоторого значе-
ния 1 0I 

   . В этом случае функцию долговечности  - компонента 1
,( )I k

      
можно представить, например, дробно-степенной зависимостью 

11
1 1

, 0 1( ) ( , 1),
n

k I
I k k I k

I k


  

        
  

   

 

   
 

 
    

 
               (1.22) 

где некоторое характерное время 0 , показатель 1n   и коэффициент   определяют-
ся из аппроксимации экспериментальных кривых долговечности  - компонента. 

Подставляя (1.22) в (1.21), приходим к неравенству 

1 1
1 1

1

0

1 1 .n n tk I t t t 
     




 

           
     

                             (1.23) 

Принимая во внимание определение функции распределения предела микропроч-
ности ( )F k  , приходим к выводу, что функция 1[ ( )]F I t

     , где 

1 1
1 1

( ) 1 1n nt t t 
             

   
,                                      (1.24) 

определяет в момент времени t  относительное содержание разрушенных микрообъ-
емов неразрушенной до нагружения части материала  - компонента. Тогда с учетом 
(1.11) уравнение баланса разрушенных микрообъемов или пористости для  - компо-
нента при длительной повреждаемости можно представить в виде 

0 0(1 ) ( ) ,
1
I

p p p F t
p




     



 
   
 
  

  


                                    (1.25) 

где пористость  - компонента p  является функцией безразмерного времени t , а 
инвариант I   определяется выражениями (1.12) – (1.14). 

Если время k
  хрупкого разрушения  - компонента имеет конечное значение для 

произвольных 1I 
  , что может наблюдаться при высоких температурах, то функцию 

долговечности можно представить экcпоненциально-степенной зависимостью 
2

1

0 1( , ) exp 1 1 ,
nn

kI k m I




 
    


  
 

         
     

                       (1.26) 

имеющей достаточное число постоянных 0 , 1 1 2, ,m n n    для аппроксимации экс-
периментальных кривых. Подставляя (1.26) в (1.21), приходим к неравенству 

 
1

2

1
1

1 0

11 ln 1 .
n

n tk I t t
m




   

  

   
     

   
                               (1.27) 

Принимая во внимание определение функции распределения предела микропрочно-
сти ( )F k  , приходим к выводу, что функция 1[ ( )]F I t

     , где 
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1

2

1
1

1

1( ) 1 ln 1 ,
n

nt t
m




  




        

                                    (1.28) 

определяет в момент времени t  относительное содержание разрушенных микрообъ-
емов неразрушенной до нагружения части материала  - компонента. Тогда с учетом 
(1.1) уравнение баланса разрушенных микрообъемов или пористости для  -компо-
нента при длительной повреждаемости можно представить в виде (1.25), где порис-
тость  - компонента p  является функцией безразмерного времени t , а инвариант 
I   определяется выражениями (1.12) – (1.14). 

Уравнения баланса пористости (1.25) с учетом (1.12) – (1.14), (1.24) (или (1.28)) в 
начальный момент 0t   определяют кратковременную (мгновенную) поврежден-
ность материала  - компонента. С ростом времени уравнения (1.25), (1.12) – (1.14), 
(1.24), (или (1.28)) определяют длительную его поврежденность, которая состоит из 
кратковременной и дополнительной поврежденности, развивающейся во времени. 

Уравнения (1.1), (1.2) – (1.8), (1.25), (1.12) – (1.14), (1.17) (или (1.18)), (1.24) (или 
(1.28)) образуют замкнутую систему, описывающую совместные процессы статисти-
чески однородного физически нелинейного деформирования и длительной повреж-
даемости зернистого композита. Физическая нелинейность его компонентов влияет на 
образование пористости в них при деформировании, изменение пористости компо-
нентов в процессе деформирования влияет на кривую деформирования композита. 
Поэтому результирующая диаграмма деформирования зернистого композита обу-
словлена физической нелинейностью материала его компонентов и нелинейностью, 
возникающей в результате роста пористости в них при физически нелинейном де-
формировании.  

Решение задачи о совместном  физически нелинейном деформировании и дли-
тельной повреждаемости зернистого композита при заданных макродеформациях 
сводится к совместному решению задачи об эффективных модулях упругости зерни-
стого материала с пористыми компонентами, зависящих от макродеформаций, со-
гласно итерационному алгоритму (1.2) – (1.8), и определению пористости из уравне-
ния (1.12) – (1.14), (1.17) (или (1.18)), (1.24) (или (1.28)), что осуществляется также оп-
ределенным итерационным методом. Представим уравнение (1.25) для n -го шага 
итерационного процесса (1.2) – (1.8) в виде 
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         (1.29) 

Тогда определение корня p  уравнения (1.29) на m -ом шаге некоторого итерацион-
ного процесса можно представить формулой 

 ( , ) ( ) ( 1) ,m n n mp A f p   
                                              (1.30) 

где A  – определенный оператор, действующий на функцию  ( )nf p  . Искомый ко-
рень определяется как предельное значение 

( , )lim .m n

m
n

p p 


                                                 (1.31) 

§2. В качестве конкретной задачи исследуем совместные процессы нелинейного 
деформирования и длительной микроповреждаемости зернистого композита c линей-
но упругими включениями и нелинейно деформирующейся матрицей при микропо-
вреждениях в матрице, причем объемные деформации матрицы являются линейными, 
а сдвиговые деформации описываются диаграммой линейного упрочнения, т.е. в ее 
микрообъеме имеют место соотношения 
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2 2 2 2
2 2 2; 2 ( ) .rr rr ij ijK S                                            (2.1) 

Здесь модуль объемного сжатия 2K  не зависит от деформаций, а модуль сдвига 

2 2( )S  описывается функцией 

20 2 20

2 2 202
2 2 20

20 2

, ;
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T T
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
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


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                                   (2.2) 

 1 12 2 2 22 2
2 2 20 20

2( ) ; ( ) ; ,3ij ij ij ijS T T                   

где 2 2,ij ij       – девиаторы, соответственно, тензоров деформаций и напряжений 
в матрице; 20  – предел пропорциональности на растяжение для нее, который прини-
маем независящим от координат; 20 2,   – постоянные материала матрицы. 

Алгоритм определения корня 2p  уравнения (1.29) строим на основе метода секу-
щих [1]. Так как корень 2p  находится в интервале  20 , 1p , что следует из неравенств  

   ( ) ( )
2 20 20, 1 0,n nf p f  то, согласно методу секущих, нулевое приближение корня 
(0, )
2

np  определяется формулой 
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где (0) (0)
2 20 2, 1.a p b   Последующие приближения метода секущих определяются на 

основе итерационного процесса 
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( ) ( 1) ( ) ( 1, )
2 2 2 2;m m m m na a b p    при +    ( ) ( 1) ( ) ( 1, )

2 2 2 2 0;n m n m nf a f p    
( ) ( 1, ) ( ) ( 1)
2 2 2 2;m m n m ma p b b    при    ( ) ( 1) ( ) ( 1, )

2 2 2 2 0n m n m nf a f p      1, 2, ...m  , 

который продолжается до выполнения условия  ( ) ( , )
2 2 ,n m nf p   где   – точность 

вычисления корня. 
На основе изложенной теории исследованы совместные процессы нелинейного 

деформирования и длительной микроповреждаемости зернистого композита для рас-
пределения Вейбулла (1.18) при дробно-степенной функции долговечности 2 2( )t , 
определяемой формулой (1.24), и экспоненциально-степенной функции долговечно-
сти 2 2( )t , определяемой формулой (1.28). В качестве включений и матрицы приня-
ты, соответственно, линейно-упругие зерна с характеристиками [4] и объемным содер-
жанием ( 1 38,89K  ГПа; 1 29,17  ГПа; 1 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1,0c  ) и матрица, кото-
рая имеет диаграмму линейного упрочнения (2.1), (2.2) с постоянными [2, 4] 

2 3,33K  ГПа; 20 1,11  ГПа; 2 0,331   ГПа и пределами пропорциональности и ми-

нимальной микропрочности на растяжение 2 203 / 2p k  , равными: 20 0,003  ГПа; 

2 0,011p  ГПа, а также 02 02 2 20; / 0,01; 1000;p k m   2 0,05;   12 1.n   
В случае заданных макропараметров 11 22 330; 0        согласно (1.1) мак-

ронапряжения 11   в композите связаны с макродеформацией 11   соотношением 
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При этом в уравнении баланса пористости (1.20) принимается  
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что эквивалентно выполнению условий (2.12). 
На рис. 1 при различных значе-

ниях объемного содержания вклю-
чений 1c  и дробно-степенной функ-
ции долговечности 2 2( )t , опреде-
ляемой формулой (1.24), сплошными 
линиями изображены кривые зави-
симостей пористости матрицы 2p  от 
времени 2t  для зернистого компо-
зитного материала с линейно упроч-
няющейся матрицей. На этих же 
графиках для сравнения штриховы-
ми линиями показаны зависимости 

2p  от 2t  для зернистого композит-
ного материала с линейной матри-
цей. Такие же обозначения приняты 
и на рис. 2 – 4. Как видим, физиче-
ская нелинейность деформирования 
матрицы оказывает существенное 
влияние на микроразрушение зерни-
стого композита. Графики показы-
вают, что для композита с линейно 
упрочняющейся матрицей микрораз-
рушения начинаются при больших 
значениях времени 2t , а в дальней-
шем проходят более интенсивно, т.е. 

при достаточно больших значениях времени 2t  пористость композитного материала с 
линейно упрочняющейся матрицей выше, чем с линейной. 

На рис. 2 при различных значениях объемного содержания включений 1c  и дроб-
но-степенной функции долговечности 2 2( )t , определяемой формулой (1.24), изо-
бражены кривые зависимостей макронапряжения 11 2    от времени 2t  для зер-
нистого композитного материала с линейно упрочняющейся и линейной матрицами. 
Графики показывают, что для малых значений времени 2t  физическая нелинейность 
деформирования матрицы оказывает существенное влияние также и на напряженное 
состояние зернистого композитного материала. При достаточно больших значениях 
времени 2t  влияние нелинейности матрицы на напряженное состояние композита 
несущественно. 

На рис. 3, 4 при различных значениях объемного содержания включений 1c  и 
экспоненциально-степенной функции долговечности 2 2( )t , определяемой формулой 
(1.28), изображены, соответственно, кривые зависимостей пористости матрицы 2p  от 
времени 2t  и кривые зависимостей макронапряжения 11 2    от времени 2t  для 
зернистого композитного материала с линейно упрочняющейся и линейной матрица-
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ми. Как видим, характер кривых на этих рисунках качественно совпадает с характе-
ром соответствующих кривых при дробно-степенной функции долговечности 2 2( )t , 
определяемой формулой (1.24). 

 
 
Р Е З Ю М Е .  Побудовано теорію довготривалої пошкоджуваності для зернистих композитних 

матеріалів з фізично нелінійними компонентами. Процес пошкоджуваності компонентів моделюється 
утворенням в них стохастично розташованих мікропор. Критерій руйнування одиничного мікрооб'є-
му характеризується його довготривалою міцністю, обумовленою залежністю часу крихкого руйну-
вання від ступеня близькості еквівалентного напруження до його граничного значення, що характе-
ризує короткочасну міцність за критерієм Губера – Мізеса, яке приймається випадковою функцією 
координат. Для довільного моменту часу сформульовано рівняння балансу пошкодженості (пористо-
сті) фізично нелінійних компонентів матеріалу. Побудовано алгоритми обчислення залежностей їх 
пошкодженості від часу, макронапружень від часу, а також відповідні криві. Досліджено вплив нелі-
нійності матриці на криві макродеформування і пошкоджуваності матеріалу. 
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