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let series. Let S(A) be a class of entire Dirichlet series F(s) = an exp(sAn), s — <т -f it, 
n=0 

where Л = (An) > 0 t +00. For F § S(A) let M(tr, F) = sup{|F(<r + it)| : t Є M}, and 
ß(cr, F) = тах{|ап|ехр(<гАп) : n € be the maximal term. 

By fi we denote a class of positive unbounded on (—oo, +oo) functions Ф such that the derivative 
Ф' is a continuous positive and growing to -foo on (—oo, -foo) function. For Ф б П via <S(A, Ф) we 
denote a subclass of entire Dirichlet series such that Inц(<г} F) ^ Ф(с)> a € K. 

In the class 5(Л, Ф) it is shown necessary and sufficient condition on Л for fulfilling the correlation 
M(cr,F) ^ ^ ^ F)1-^ ß Є (0,1) for all АГ ^ <r0. 

їехай Л = (Лп) — зростаюча до -foo послідовність невід'ємних чисел, a S (А) — клас 
Wkx ( абсолютно збіжних в С ) рядів Діріхле 

F ( * ) = X « n e : n), S ~ <J -h ІІ. ( і ) 
n=0 

|?ред коефіцієнтів а п ряду (1) можуть зустрічатись рівні нулеві, але вважаємо, що цей 
g не зводиться до експоненціального многочлена. 
Ц т а F є 5 ( A ) нехай М{а) = M(a,F) •= sup{ [F (a + it)| : t € R } , a = F) = 

|{lan| exp(a-ATl) : n 6 — максимальний член ряду (1). Добре відомо [1, с. 182; 2, 
pî l ) Що F) ^ M(a,F) для всіх о € R . Оцінки M(cr) через fi(a) зверху залежать від 
|>ності показників Лп ряду (1). Ще в 1924 році Ж.Валірон [3] (див. також [1, с. 184] і 

32]) показав, що якщо ln п < (г -f- о(1))Ап (п ~> оо), т о 

M(a,F)4ß(cr + T-ho(l),F), 

^результат уточнено в [4], де доведена така 

HJp •—•— 
ІР91 Mathematics Subject Classification. 30B50. 

(7 —У OO. (2) 

© О.М.Мулява , Я.Я.Притула, 1998 

65 



66 О. M.МУЛЯВ А , Я .Я. ПРИТУЛ л 

Теорема А. Нехай т £ [0,+оо). Для того, щоб для кожної, функції F Є 5(A) справджу-
валось співвідношення (2), необхідно і досить, щоб In п ^ (г + <?(1))А„ [п —> оо). 

З цієї теореми випливає, що якщо Inn = 0(АП), п оо, то для кожної сталої А > 1 і 
всіх досить великих сг справедлива нерівність M (а) ^ fi(Acr). Виникає питання, чи існує 
послідовність Л,1ппф 0{\п),п оо, і стала А > 1 такі, що M(a,F) ^ /і(Аа, F ) , a > сто> 
для кожної F Є £(Л). Негативна відповідь на це питання міститься в наступній теоремі. 

Теорема Б [4]. Для кожних послідовності А такої, що Inn ф 0(ЛП), п —> оо, і сталої 
А € (1 ,+оо) існують функція F € S(A) і послідовність (сг̂ ) | +оо такі, що M(crj,F) ^ 
fji(Acrj,F) для всіх j e N. 

Проте в певних підкласах функцій із 5(A), які визначаються обмеженням на зростання 
ß(a) (чи спаданням коефіцієнтів), можна вказати умову на Л, при виконанні якої існує : 
стала А така, що М(<т, F) /i(Acr,.F), а ^ сг0* для кожної функції F з даного підкласу. : 

Через Q позначимо клас додатних необмежених на (—оо,+оо) функцій Ф таких, що 
похідна Ф' є неперервною, додатною і зростаючою до +оо на (—оо, -foo) функцією. Нехай ; 
ір — обернена до Ф' функція, а Ф(а) = а - Ф(<т)/Ф'(<т) — функція, асоційована з Ф за j 
Ньютоном. Тоді [5; 2, с. 17) функція Ф неперервна на (—оо, -f оо) і зростає до +оо. j 

Для Ф Є 0. через 5(Л, Ф) позначимо підклас цілих рядів Діріхле (1) таких, що 1п/і(сг, F) ^ j 
Ф(сг), а Є R. Справедлива така 

Теорема 1. Нехай Ф 6 ß і ß Є [0,1). Для того, щоб для кожної функції F Є 5(А,Ф) 
виконувалась нерівність 

(3)1 

для кожного є Є (0,1 — ß) і всіх а ^ сго(̂ ); необхідно і досить, щоб 

Пш — — — г г ^ ß ' (4) I п->оо АпФ(у>(Ап)) ^ v 

Оцінку (3) ми отримаємо із загальнішої нерівності, яка в дещо іншому вигляді є тільки| 
в [6] і уточнює відповідні результати з [7] і [2, с. 21]. І 

Через L позначимо клас неперервних Зростаючих до 4-оона (—оо, +оо) функцій, а для J 
q Є L покладемо | 

\ ' : ; І 
Лема 1. Якщо q Є L і | 

то для всіх а € 
M(<r) ^ I<0ß {q-lW)Yia) + Ko + |ао|. (6) 
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Поведения. Покладемо г„ = -— In -—г, n ^ 1. Оскільки ряд (1) збігається абсолютно в 
^ А„ |а„| 
Су то г„ +00 (п —У оо). Зрозуміло також, що f 

M(u,F) ^|а„|ехр{<тАп} = |а0|+ | £ + £ ) Іа»Іе 'А"- ( 7 ) 
»=0 V„ <«-'(») г .^ -Ч»)/ 

Якщо г„ < q~l(cr), то 

vW) 

€ 

|ап| ехр{аЛ„} = K l 1 - » « ' ) (|ап|ел»«"('')) J ' - M r H ' ) ) * . < 

, («" V ) ) * " K l ехр { А„ ( „ - ( Г V ) - г . ) ) } 

= м ( ? - 1 И ' ' М К І е х р { А „ д ( г п ) } , 

аякщогп ^ q~1{a)^ то |ап|ехр{<тЛп} < |ап|ехр{Лп<?(гп)}. Тому з (7), завдяки (5), випливає 
йерівність (6). » 
V V 

Лема 2. Нехай у > 0 і 8 =• А(7 — 1) — <9овгльнг числа. Якщо 

% цш ( 7 - і ) ь к і + а п = / і М ) > і і ( 8 ) 

ті—foo in П 

TOO для всіх er Є R справедлива оцінка 

Ш' 
' К ~ C O n $ t ^ 

Щврдевля. Виберемо функцію q{x) = 7х -S. Тоді умова (5) набуде вигляду 
оо 

е х р { - ((7 - 1 ) І п К | 4- 6Хп)} <Ко<оо, 
п=0 

Ш -

^розуміло, виконується, якщо виконується умова (8). Тому за лемою 1 справедлива 

са (б) з q(x) = 7 х-8. Але q^(а) - ^ + , р(<г) = 7, і тому з (8) маємо 

M (а) < /̂ ом 

і р 2 доведена. 

Припустимо, що 

J + , К — 2KQ + |ÛO|. 

lim : g f f c l , (10) n-+oo — In a„ v 1 

Деремо 8 = 0 і 7 = 1 - /5 — є/2. Тоді 

h(t,S) = lim + ^ > 
П-+00 Inn /9 
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і за лемою 2 ь 

M(eTyF) ß Є/\ К = К(є) = const > 0 . 

В [5; 2j с. 18] показано, що якщо Ф Є П, • то для того щоб In/л(о 
^ Ф(сг) для всіх о Є R, необхідно і досить, щоб In |а„j < -АПФ(^(ЛП)) для всіх іг 
Тому, якщо Inju(<t, F ) ^ Ф(сг) і виконується умова (4), то виконується і умова (10), т 
справедлива нерівність (11). 

Нерівність (5) легко випливає з (11), оскільки, з огляду на рівність 

lnp(<r,jF) = ln/i(<7o,.F) + /і \и(і) dt, сг > со, 
J <tq 

де V(о-) — центральний індекс ряду (1), для будь-якого 6 > 0 виконується 

1п/І((1 6)^ F) In /І(<Г, F) = 
r(l+6)<T 

= J ^u(t) dt ~ S\nfi(crrF) ^ S(r\vç<T) - ^(lnla^o.)! -j- crK^)) -

— (Яп-j r - » + 0 0 . (<7 —V -f-oo). 

Достатність умови (4) в теоремі 1 доведена. 
Для доведення іі необхідності нам буде потрібна наступна 

Лема 3. Нехай 7 — додатна, неперервна і неопадна на [0, оо) функція, а 

«— Inn 
Inn . > 1, 

n-юо An7(A„) 

Тоді існує зростаюча підпослідовність (А£) послідовності А така, що 

1пА:^АЇ7(АЇ)+.1 (ke N) 

lnkj Z \*к.<у(\*к.) ( 

для деякої зростаючої послідовності (kj) натуральних чисел. 

Доведення. З умови (12) випливає існування числа 

ki = çiin{& > 2 : In А; ^ А ^ А * ) } . 

Ясно, що 1п& < АЛ7(Аі) при 1 ^ к < ки Inкг ^ A ^ ^ A j t J і 

In кг = Ь(Ап - 1) 4- l n ( l + < \ k l - i j ( X k l ^ ) + 1 < A* l 7(A4 l) + 1. 

Отже, якщо покладемо А* = А* для 1 ^ к ^ кх, то для таких к мають місце нерівнос 
(13) і (14). 
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Покладемо тепер 

Зі = min{i € N : ln(&i + 1 ) 4 Xkl+n{Xkl+j)} 

і з послідовності Л викинемо числа А*і+і> * * • ) ^ki+jn тобто покладемо AJ i + 1 = А^+^+і. 
Завдяки (12), існує 

к2 = min{A; > кх + 2 : ln/г ^ Afc+^A*-^) } . 

Тоді In& < А*+л7(А*+л) при^і + І ^ fc < ^ А*2 + І 17(А*2 + Л) і lnfc2 < ln(fc2-l) + l ^ 
Аа2+іі7(Ал2+іі) + Тому, якщо покладемо А£ = Xk+ji для + 1 ^ к ^ &2, то для таких fc 
також виконуються нерівності (13) і (14). 

Якщо кі і ji-i, І ^ 2 вже вибрані, то покладемо 
ji = MIN{I Є N : IN(k t + 1) < AFCF+JL+..-+JI-I+I7(AIKI+JI+« -I-II-I+I)} 

і З ПОСЛІДОВНОСТІ Л викинемо члени , . . , + т о б т о покладемо 

А*,+і = З огляду на (12), існує 

fcl+i = min{fc > ^ + 2 : Ink ^ Xk+ J1+...+ J l7(Xk+j t+...+ J l)}. 

lnfc < AFC+J-1+...+JL7(AFC+J-L+...+^L), FCJ + 1 ^ A; < FCJ+I, 

• 

A*i+i+j4+-+ii7(Ajbi+i+i1+...+ji) ^ hfc/+i ^ 

) + i . 

Тому, якщо покладемо A£ = Afc+j1+...+<7(> + 1 ^ к ^ то для таких к знову маємо 
! (13) і (14). Лема 3 доведена. 
і -•-••- • 

Доведемо необхідністі умови (4) в теоремі 1. Припустимо, що вона не виконується, 
[ тобто, 
• т-— I n n _ 
І lim - В > ß. 

[Покладемо 7 = ЬФ(у?(®))> ß < b < т і п { 1 , Б } . Тоді виконується (14), і за лемою 1 існує 
І підпослідовність (AJ), для якої виконуються нерівності (13) і (14). Покладемо, далі, ап = 0 
|пр'и Ап ф Х*к і ап = ак = ехр{-А£Ф(<,0(А£))} при Ап = Хк. Так ми прийдемо до ряду Діріхле 

І ; оо » 

= ХУ ехр{-А*;Ф(<р(А*)) + sXk}, (15) 
fc=i 

де для простоти Afc = А£. Оскільки Ь Є (0,1) і виконується (13) з 
|7(з) = 6Ф(у>(а:)), то ряд (16) є цілим. Для цього ряду з критерію, наведеного при до-
веденні достатності випливає, що 1п (̂<т, F) < Ф(о-) для всіх сг Є R. Далі, якщо виберемо 

, то з (13) і (14) маємо 9і = 

bXqj Щ<р{Xq. )) ^ In q j - 1 ^ In kj - 4 ^ b\kj Ф(р(А*. )) - 4. 
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Тому для кожного а Є Е маемо 

> I exp {-\kj ФМЧЖ1 - ь) + А » } > 

» і exp { - ( 1 - b)A,.«(v(>«)).+ - - ' т ' " } = 

= i f , (exp { - А , ; . Ф И А , . ) ) + j " ^ , , } ) ' A'l = 

Якщо виберемо CTj = (1 — b)<p(\qj), то звідси матимемо 

M(cj?F) ї К1(ехр{Ф{<р(ХЯі))})1~Ь = 

Оскільки 6 > /?, то, як при доведенні достатності, звідси отримуємо, ЩО ДЛЯ ф: 
(15) нерівність (3) не виконується. Теорема 1 повністю доведена. 
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