
Праці Інституту математики НАН України 2001, том 36, 32-39 

УДК 517.95 

Про нові точні розв'язки 
нелінійного рівняння Даламбера 
У ПСЄВДОЄВКЛІДОВОМУ просторі М.2,2 
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Побудовано нові точні розв'язки нелінійного рівняння Даламбера в 
просторі Кг,2, які містять довільні функції. 

New classes of solutions with arbitrary functions for nonlinear d'Aleinbert 
equation in space R-2,2 are constructed. 

Розглянемо нелінійне рівняння Даламбера у псєвдоевклідовому про-
сторі 1і2,2 

• u + \ и к = 0 , (1 ) 

д е • « = « 1 1 +U22 - « 3 3 - « 4 4 , U , w = О х ^ О х , ' U = U ( X ) > Х = ( Х 1 ' Х 2 і Х 3 , 

Х4), ц,іу = 1 ,2 ,3 ,4 . Рівняння (1) інваріантне відносно розширеної 
алгебри Пуанкаре АР(2,2) [ 11, яка реалізується такими операторами: 

їй 
Pa — da, Ja3 =g°"/xl/dp -gflvxuda, D = -хпда + —-ди, 

ДЄ д<* = 9ІГ' = І Ь 9п = 922 = - 0 3 3 = - 5 4 4 = 1 , 9а0 = 0 , Я К Щ О 

а ф /З, а, 0, і/ = 1 .2 ,3 ,4 . В [2, 3] з використанням підалгебр ран-
гу 3 алгебри АР{2,2) побудовано симетрійні анзаци, які редукують 
рівняння (1) до звичайних диференціальних рівнянь. За розв'язка-
ми редукованих рівнянь знайдені деякі багатопараметричні класи 
точних розв'язків рівняння (1). Методом, запропонованим в [4-6j, в 
роботі [7] побудовано більш загальні класи точних розв'язків рівня-
ння (1), що містять довільні функції. 
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Метою даної статті є побудова нових широких класів точних роз-
в'язків рівняння Даламбера, що містять довільні функції. Розгля-
немо симетрійний анзац и = и(ы 1,^2,^3)1 Де = хі ~ х4, і = 
Х 1 + Х 2 ~ Х 3 ~ х 4 і ^з = (^1 — х 4*) { х 2 — Я з ) - 1 . Анзац редукує рівнян-
ня (1) до двовимірного рівняння 

4 ^ 1 ^ 1 2 + 4 ( ^ 2 ^ 2 2 + 8 і і 2 + \ик = 0 . ( 2 ) 

Дослідимо симетрію рівняння (2). 

Теорема 1. Максимальною в розумінні Лі алгеброю інваріантності 
рівняння (2) при к ф 2 є нескінченновимірна алгебра Лі ^ ^ ( 4 ) , яка 
породжується операторами а-[Х\ + 02X2 + «3X3 + /ЗМ, де 

д д . 1 д д 
Л 1 = Ы 1 - Т — — , 

ОСО 2 К — 1 ои ОШ2 

Х2 = Ш2А 1_и1_ 
ди>2 к — 1 ди 

(а к-і і д д д М = а;і-—+ и— 
оси 1 Ои) 2 ои 

а с*і, 0.2, «з, /3 - довільні гладкі функції від змінної и)^. 

Відзначимо, що Х\, Х2 і Х3 є операторами алгебри інваріантності 
рівняння (1), але записаними в нових змінних. Оператор М не є 
оператором симетрії рівняння (1). 

Теорема 2. Максимальною в розумінні Лі алгеброю інваріантності 
рівняння (2) при к = 2 є нескінченновимірна алгебри Лі Дх,(4), яка 
породжується операторами + «2^2 + + РЯ, де 

У д о. 9 0 У 9 

Ои>\ Ои) 2 ои ои) 2 

д д 
^2 = ^2- и —, Ои) 2 ои 

Б = 1по;і — 1- и)21пи>і — (1по;і + 1 ) и — , 
ОШ і ОШ2 ои 

де а.\, а.2, «з, /3 — довільні гладкі функції від змінноїиі^. 

Оператор 5 не є оператором симетрії рівняння (1). 
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В залежності від значення параметра к розглянемо два випадки. 
І. Випадок к ф 2. Виділимо в алгебрі ^0^(4) скінчсішовимірну 

підалгебру Л(4), яка породжується операторами А'і, Х2, Хз, М і 
проведемо редукцію рівняння (2) за одновимірними підалгебрами 
алгебри .4(4). Розв'язок рівняння (2), що не залежить від змінної и>2, 
є нульовим, а тому ми повинні виключити з розгляду одновимірну 
підалгебру (Хц). З врахуванням цього зауваження повний список не 
спряжених відносно внутрішніх автоморфізмів одновимірних підал-
гебр алгебри .4(4) і відповідних їм анзаців наведено в таблиці 1. 

Таблиця 1 
№ . Алгебра Інваріантна змінна Анзац п/п 

<•»+1 
« і ¥ > М 

і 
ч Г ^ У Н 

1 

ш^іріш) 

{Хх + а Х 2 ) 
(а Є К) 

( Х х + є Х з ) 
(є = ±1) 

(М + 6Х2) 
(<5 = 0; ±1) 
{М+єХ з) 

(е = ±1 ) 

01 = Ш2Шг а 1 

Ш = Ші 

Ш2 , иі = Є 1п 
Ші 

к — 2 
-(к-2) 

Ш2 , 
ш = тг 

, і + 1п — 
Ші 

-(к-2) 

Анзаци 1—5, вказані в таблиці 1, редукують рівняння (2) до зви-
чайних диференціальних рівнянь з невідомою функцією ц> = Ц>(у>)\ 

А .. Цк-2-ак) • , к п 
1° - 4 — -<р + Х^р = 0; 

к — І 

к — І {к-1)2 

ЗО —Аєф + + Хірк = 0 ; 
К 1 

4° -45<р + + \ч>к = 0; 
К 1 

5° -Аєф + А <рк = 0. 

Дослідимо редуковані рівняння. Якщо в рівнянні 1° (3) покласти 



Про нові точні розв'язки нелінійного рівняння Даламбера 35 

а = 2)\к 1) і т о в о н о набував вигляду 

-2 (к - 2)(к + - 2(к - 2){к + 2)^ + Аірк = 0. 

Дане рівняння має розв'язок 

Х(к — І)2 ( і к-г ,2 
4(к - 2) <Р = 

/ 1 Іс-1 \ ' + Си!2(-к+1~> ) 

Йому відповідає такий розв'язок рівняння (1): 

и 1 ~ к = Ж к ^ І + С ^ ^ У • (4) 

Рівняння 1° (3) при а = 0 має розв'язок 

В результаті отримуємо такий розв'язок рівняння (1): і - * _ А(А;-1)2 и = (а ; 2 +Сал) . (5) 
4(к - 2) 

Якщо а — , то рівняння 1° (3) набуває вигляду 

8(А: — 2) .. 4(к — 2) ч к п 

~~к + 1Шір ~ к + І ^ = 

Частинним розв'язком його є функція 
2 / і \2 

( ш ї + С ] . 
4(к - 2) 

Отже, рівняння (1) має такий розв'язок 

Рівнянння 4° і 5° (3) мають такі розв'язки: 
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В результаті отримуємо такі розв'язки рівняння (1): 

и і-к Чк- І)2,, (л , к—2 
4(к — 2) 

ш2 (1 + Сы\~2), (7) 

• ( 8 ) 

II . Випадок к = 2. Виділимо в алгебрі Д (Ю(4) скінченовимірну 
підалгебру /?(4), породжену операторами , Б і проведемо 
редукцію рівняння (2) за одновимірними підалгебрами алгебри 5 ( 4 ) . 
Аналогічно випадку І ми повинні вилучити з розгляду одновимірну 
підалгебру ^ з ) . Повний список не спряжених відносно внутрішніх 
автоморфізмів одновимірних підалгебр алгебри В(4) і відповідних 
їм анзаців наведено в таблиці 2. 

Таблиця 2 
№ 

іі/ІІ Алгебра Інваріантна змінна Анзац 

{гі+5г2) -5-і _і , ч 
(5 = 0 ;±1) и = иі2 ір(и) 

2 (Яг) ш = и>і и = и ' 2 1 < р ( и ) 

( Я і + Є ^ з ) Ш2 - 1 / \ 
о , ш = єіііо;і и = ш, '•рій)) 

(Є — ± 1) и>і 
(Я + аг2) ш\\паиі , + 1 . - і 

4 (а £ М) и = (и/і 1п"+ „ ( « ) 

5 (є~—Є±\) Ш = ~ ~ г ' п ( ' п и = (ші1па;і) 1<р(и>) 
ші 

Анзаци 1-5, вказані в таблиці 2, редукують рівняння (2) до зви-
чайних диференціальних рівнянь з невідомою функцією ср = ір(си): 

1° - 4 5ш2(р + А і/?2 = 0; 
2° ~4шф + \ір2 = 0; 
3° -4єф + А ір2 = 0; (9) 
4° 4 аи3ір + 4шV + - V 2 = 0; 

5° -4єф - 4 < р + А<р2 = 0. 

Дослідимо редуковані рівняння 1°-5° (9). Рівняння 2° (9) має 
розв'язок 

V?2 = - ^ ( 1 п а Л - С ) . 
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Отже, рівняння (2) має розв'язок 

и2 = --{ч^Хаші +Сш2). (10) 

Рівняння 3° (9) має частинний розв'язок 

Йому відповідає такий розв'язок рівняння (2) 

и'2 — — (и>2 — І110І1 -І- Сші)2. (11) 
24єи/\ 

Розв'яжемо задачу розмноження розв'язків (4)-(8), (10), (11) рів-
няння Даламбера. Кожен з них. записаний в змінних и>: і и>2, є 
розв'язком редукованого рівняння (2). Оскільки відома алгебра інва-
ріантності цього рівняння і вона містить симетрії, які не є симетріями 
рівняння (1), то на першому етапі розв'язуємо задачу розмноження 
розв'язків для рівняння (2). Отримані класи розв'язків рівняння (2), 
записані в змінних хг (і = 1,2,3,4), є класами розв'язків рівняння 
(1) і ми їх розмножуємо з допомогою групи інваріантності цього рів-
няння. 

Випишемо дію перетворень групи інваріантності рівняння (2) на 
змінні ш2, и. У випадку к ф 2 позначимо через 0® перетворення, 
яке визначається елементом ехр(іМ). Маємо 

*?((*) = ^ [1 (к 2 ) ^ * " 2 ] ^ (і = 1,2), 

в°(и) = и [1 - (к - ^ . 

Перетворення 0\, О2, що визначаються відповідними елементами 
ехр(^Хі), ехр(іХа) і ехр(іХз), діють на змінні иі\, и)2 і и згідно таких 
формул: 

в}(ші) = еіші, в}(и2) = еіш 2, 9\{и) = ие-т^\ 

в2(ш1)=ші, 02\иі2) = 02(и) = ие~т£ї-, 

Є%(ш1)=иі, в?(и>2) =Ш2 +ІШ1, 6ї(и)=и. 
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У випадку к = 2 позначимо через д1^. 5}, <52 і д'І перетворення, що 
відповідають елементам ехр(<5), ехр(/^і) , ехр(/£г) і ехр (^з ) . Тоді 

*?(<*)= или; ( - 1 (і = 1 ,2 ) , <5,°(и) = и е - Ч 1 " е ' ; 

5}(ш і) = еьиі, 6і(ш2) = єги)2, 5}(и) = е~іи; 

і) = ші, = 5?(и) = е~1щ 

і) = (сі/г) = + 53(и) = и. 

Розглянемо, наприклад, однопараметричну сім'ю розв'язків (5). 
Будь-який розв'язок, що належить до сім'ї (5), інваріантний відносно 
перетворення 9], а перетворення 92 і 9\ переводять розв'язки сім'ї (5) 
знову в розв'язки тієї ж сім'ї. Перетворення в1' переводить сім'ю роз-
в'язків (5) в сім'ю 

де С\ — С, С2 = (2 — к)Ь. Отримана сім'я розв'язків містить в со-
бі сім'ю розв'язків (5) і інваріантна відносно перетворень 9\ (і = 
0,1,2,3). Отже, отримано сім'ю розв'язків рівняння (2), яка далі не 
розмножується за допомогою групи {9^, в}, 9%, в 3 } . Враховуючи далі, 
що алгебра інваріантності рівняння (2) є нєскінченновимірна, отри-
манно більш широкий клас розв'язків рівняння (2), якщо сталі С\ 
і С2 замінити довільними гладкими функціями і/>і і ^2 від змінної 
Шз- На завершальному етапі розмножуємо отриману сім'ю розв'язків 
рівняння (2), записану в змінних Хі (і = 1,2,3,4), групою інваріан-
тності рівняння (1). 

Нехай а = (о і ,а 2 ,аз ,а 4 ) , Ь = (Ьі,Ь2,Ь-л,Ь4), у = (уі,у2,Уз,У4), 
УІ = ХІ + АІ, (а, Ь) = афі + а2Ь2 - а3Ь3 - а464, Ь = (а ,у ) (6 ,у ) _ 1 , 
(а,а) = (а,Ь) = (Ь,Ь) = 0, 'Фі(і) — довільні гладкі функції від змін-
ної і; а, , а,, 6, Є 1 (і = 1,2,3,4). Випишемо багатопараметричні кла-
си розв'язків нелінійного рівняння Даламбера у псевдоевклідовому 
просторі К2,2, отримані з розв'язків (4)-(8), (10), (11) за допомогою 
операції групового розмноження 

и1-" = ^ ^ { [((?/, У) + ФЖа, У)) (1 + Мі){а, у)к~2)]1/2 

кІ.к-1) / к-1 \і2 
+ ф 2 [ { у , у ) + М і ) ( ^ У ) 2 ( к + 1 ) ) \ ( М 2 ) ; 



Про нові точні розв'язки нелінійного рівняння Даламбера 39 

Ul~k = 40к -2) { [((У'У) + ^ (1 + M t ) { ( h 1/2 

+ V ; 2 ( 0 ( a , y ) ^ ( і + ^ з ( 0 ( а > У ) к ~ 2 ) } 2 ( М 2 ) ; 

X ( ( у , у ) + ^ Г Ч 0 ( в . У ) 3 ~ * + М 0 ( а , ! / ) ) 2 (fc ф 2); 

и " 1 = + M t ) ( a , u ) ) ( H a , y ) + М * ) ) ( * = 2 ) ; 

и = 
24 (а, у) (У, У) (а, у) ln(a, у) + ф2{і)(а, у) (к = 2). 
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