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РІВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ДЛЯ ОДНОРІДНОГО СТРИЖНЯ 
З КОЕФІЦІЄНТОМ ДИФУЗІЇ 
РІВНИМ ОДИНИЦІ 

Робота присвячена побудові точних розв'язків рівняння и, = ихх. Як відомо, 
це рівняння теплопровідності для однорідного стрижня з коефіцієнтом дифузії 
рівним одиниці. Використовуючи класичний метод відокремлення змінних, тобто 
підстановку и = а(х)Ь(ї), раніше отримані точні розв'язки. Для нових розв'язків в 
даній роботі запропоновано узагальнену процедуру відокремлення змінних. Це дало 
можливість отримати принципово нові точні розв'язки цього рівняння, які не-
можливо отримати з використанням класичного методу С. Лі, або методу умовних 
симетрій. 

Ключові слова: лінійне рьв ляп ля теплопровідності, точні розв'язки, уза-
гальнене відокремлення змінних. 

Розглянемо диференціальне рівняння з поліномінальними нелінійностями 

Т'(ц) = Х"(и), (1) 

де Тр(и) —многочлен степені р від функції и і її похідна по ( , Х9(и) —многочлен 
степені д від функції и і її похідних по х . 

Розв'язки пропонується шукати у вигляді 

(2) 

де /;(*), а, (і) — деякі гладкі функції, які необхідно визначити. 
В роботах [1-3] для рівнянь нелінійної теплопровідності 

и, = («Х), - ц1~"> и, = {и°и*)х ~ «1+"> > 0) 

розв'язки були знайдені у вигляді 

В роботі [4] для рівняння Тх(и) = Х2(и) знайдені розв'язки у вигляді 

и(х, *) = сЬ(у/Хх + 5), X > 0, 

и(х, 0 = Ле" со8(ЛП* + 8), X < 0, 

при умові, що Ж, = і {£,/2, . . .4}, Х\угк) £ . 
В роботі [5] для нелінійних хвильових рівнянь побудовані нові точні розв'язки, 

використовуючи модифікований анзац (2). 
Обмежимось рівнянням 

Т2(и) = Х2(и) (3) 
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= ±{%1 Ь2 ( / , . / , ) + 2 Е « р а / ( / „ / , ) + £ « / < / , ) + 82 

і 

Розклад по базису в І)а однозначний. Тому {/)(*)} повинні задовольняти 
системі. 

= Ш ) 2 К м + 2 І / / А , и + і ж и > (р^«> 
1=1 кі (=1 

'Ч> = І(Ю2 + 2 І + І 1=1 1<і 1=1 

б2 = £ (/; )2 3.,. + 2Е /уд,, + і + 

і=1 

З останнього рівняння випливає,що Вц 0 = Ьі й =0, 82 = 8і. 

Звідси для знаходження функцій {вДО} і {/і (ж)} отримаємо системи 

* ( « „ « , ) = Е ( а р ) 2 В ц , р р + 2 + 
=і р=І 

і1 (а,) = X (ар)2А,рр + арадц,ря + І а А „ , і < г < / < А , і = і , . . .А 

Р=1 

&2(/,. /, > = І Ф Ч , , + 2 І + X 
і=і к/ І=І 

Ці системи перевизначені і можуть бути сумісними, взагалі кажучи, лише 
при певних значеннях коефіцієнтів В і Ь. 

Застосуємо цю процедуру до рівняння теплопровідності однорідного стержня, 
в якому коефіцієнт дифузії дорівнює одиниці: 

Підстановку анзац, вигляду (2) запишемо так: 

т 

(4) 

(5) 

Анзац (5) містить т невідомих функцій аі (л )̂ і т невідомих функцій ю, (х0), 
які будемо визначати з умови, що анзац (5) редукує рівняння (1) до системи т 
звичайних диференціальних рівнянь з невідомими функціями соДл:0), і = 1,...,т. 

З'ясуємо перш за все, в якому випадку анзаци типу (5) визначають один і той 

же розв'язок рівняння (3). Вважаємо, що функції а,,...,ат, які входять до анзацу 

(5), є лінійно незалежними над і? . Тоді анзацу (5) відповідає т-вимірний векторний 

простір V = (а1,...,ага) над Д з базисим а1 , . . . ,ат . Можна сказати, що анзац (5) 
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де тп1 + ... + шк= з,2іг1 + .. . + 2/1, = £ 

Отже, можна вважати, що матриця а в формулі (10) має одну з трьох 
канонічних форм. Виконання рівності (10) ознаяає, що рівняння (9) можна записати 
у вигляді 

т 
Х а ( ф Л ю і с о т Х , . . . , о О = 0, (13) 
1=1 « 

«іфі(<»і а О + ... + а Л Н , . . . , ю т , ( 0 ; , . . . , а О = 0, (14) 

де функція Ф, залежить тільки від змінної хй ,а функція а, — тільки від змінної х1. 

Оскільки функції а1,...,ат лінійно незалежні над И, то рівняння (13) розпадається 
на систему т звичайних диференціальних рівнянь 

Ф ! = 0 Ф и = 0 . (15) 

Задача побудови розв'язків виду (5) рівняння (1) зведена до інтегрування двох 
систем звичайних диференціальних рівнянь (10) і (15). Слід зауважити,якщо матриця 
А є однією з кліток Жордана, то відповідний розв'язок рівняння (1) є сумою в 
розв'язків цього рівняння, які відповідають даним кліткам. Тому можна обмежитись 
випадком, коли матриця а Є КЛІТКОЮ Жордана виду (11), або узагальненою кліткою 
Жордана виду (12). 

Нехай а є кліткою Жордана Jm•k. Для побудови точних розв'язків рівняння 

(3) використаємо анзац (5), в якому функції аі задовольняють систему рівнянь 

< = Ха, + а = Яли.х + ап, а"т = Хат (16) 

Підставивши (16) в рівняння (9) і використавши лінійну незалежність функцій 
а1,...,ат, отримаємо систему для визначення функцій со1,...,сот: 

ю; = Хт1У т'2 = + Ха2 т'т = ют_1 + Хют. (17) 

Нехай X > 0 • Рівняння системи (16) можуть бути розв'язані послідовно одне 
за одним, починаючи з останнього. В результаті знайдемо розв'язок системи (16) 
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Використовуючи (28) і формули (21)-(23), (26), (27), знаходимо такі розв'язки 
рівняння (1) 
для /ге = 1 

u = С^"'' + C2e'Sxti\C1 = В&, С2 = Bfi.t; 

для m = 2 

+ 

(29) 

(ЗО) 

Висновки: використовуючи узагальнену процедуру відокремлення змінних 
побудовані нові класи точних розв'язків лінійного рівняння теплопровідності, які не 
можуть бути отримані методом С. Лі та методом умовних симетрій. 
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О.В. Островская, И.И. Юрык 
Уравнения теплопроводности для однородного стержня 

с коэффициентом диффузии равным единице 
Работа посвящена построению точных решений уравнения ut = ихх. Как 

известно, это уравнение теплопроводности для однородного стержня с 
коэффициентом диффузии равным единице. Используя классический метод 
разделения переменных, т.е. подстановку и = a(x)b(t), ранее получены точные 
решения. Для построения новых решений в данной работе предложено обобщенную 
процедуру разделения переменных. Это дало возможность получить принципиально 
новые точные решения этого уравнения, которые невозможно получить, используя 
классический метод СЛи, или метод условных симметрий. 

Ключевые слова: линейное уравнение теплопроводности, точные решения, 
обобщенное разделение переменных 

О. Ostrotiska, I. Yuryk 
Heat equation for a homogeneous rod with the diffusion coefficient that equals 1 

The paper is devoted to the construction of exact solutions of equation. It is 
known that this is the heat equation for a homogeneous rod with a diffusion coefficient 
equal to one. Using the classical method of separation of variables, i.e„ the substitute, 
exact solutions were obtained earlier. In order to construct new solutions, a generalized 
procedure of separation of variables is proposed in the paper. This enabled one to obtain 
essentially new solutions of this equation which could not be obtained by using the 
classical S.Lie method or the method of conditional symmetries. 

Key words: linear heat equation, exact solutions, generalized separation of 
variables 
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