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ABSTRACT____________________________________
The article presents the results of mathematical modeling of 
mass transfer in periodic vibroextraction from plant 
material. Mathematically justified mass transfer phenomena 
at the level of molecular diffusion and convective transport 
of the target substance in the working volume vibroextractor 
batch. The resulting mathematical description of the process 
can be used for modeling the kinetics of batch extraction 
from plant material, and is taken as a base for modeling 
more complex phenomena of heat and mass transfer 
processes.

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ МАСОПЕРЕНЕСЕННЯ 
ПРИ ПЕРІОДИЧНОМУ ВІБРОЕКСТРАГУВАННІ З 
РОСЛИННОЇ СИРОВИНИ

В.Л. Зав’ялов, В.Є. Деканський, О.П. Лобок, Т.Г. Мисюра, В.С. Бодров
Н аціональний університет харчових технологій

У  статті представлено результ ат и математичного моделювання масо- 
перенесення при періодичному віброекстрагуванні з рослинної сировини. 
М атематично обґрунтовано явищ а масоперенесення на р івн і молекулярної 
диф узії та конвективного перенесення цільової речовини в робочому об 'ємі 
віброекстрактора періодичної дії. Отриманий математичний опис процесу 
мож е бути використано для моделювання кінетики періодичного екстра­
гування з  рослинної сировини, а також  як базовий для моделювання більш  
складних явищ теплових і масообмінних процесів.

Ключові слова: математичне моделювання, масообмін, віброекстрагування, 
молекулярна і конвективна дифузія.

Постановка завдання. С к л адн ість  м о р ф о л о г іч н о ї б у д о в и  р о с л и н н о ї  
тк ан и н и  та  її  н о в и й  ст а н  п ісл я  ф ізи ч н о г о  а б о  ф ізи к о -х ім іч н о г о  в п л и в у  п ід  ч ас  
р о б о ч о г о  п р о ц е с у  у с к л а д н ю є  ст в о р ен н я  у н ів е р с а л ь н и х  м ет о д ів  о п и с у  к ін ет и ­
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П Р О Ц Е С И  І  А П А Р А Т И  Х А Р Ч О В И Х  В И Р О Б Н И Ц Т В

ки п р о ц е с у  ек ст р агув ан н я , т о м у  п р о ц ес  о п и с у ю т ь  р ів н я н н я м и , щ о  п о б у д о в а н і  
н а  ч и с е л ь н и х  п р и п у щ ен н я х  і с п р о щ е н н я х  р еа л ій  п р о ц есу .

Н а  сь о го д н і ін ж ен ер ія  н е  м а є  ун іф ік ов ан и х  та  ап р о б о в а н и х  м атем ати чн и х  
м о д ел ей  і алгоритм ів п рям и х м етод ів  р озр ахун к у  т в ер д о ф а зо в о ї в ібро-  
ек страк цій н ої апаратури. П р оп он ов ан і р ізн и м и  авторам и м атем атичні м о д ел і н е  
враховую ть г ідр оди н ам іч н и х  обстав и н  і р озп од іл ен ість  парам етрів  у  п ростор і, 
адж е еф ективність екстрагування визначається р у ш ій н о ю  си л о ю  п р о ц есу  за  
д о в ж и н о го  апарата, яка залеж ить в ід  р еал ь н ої г ідр оди н ам іч н о ї обстан овк и  в 
апараті. К рім  того , для  о п и су  н ест ац іон ар н ого  п р о ц есу  д и ф у з ій н о г о  ви лучен н я з  
р о сл и н н о ї си р ов и н и  ви к ористовую ть рівняння Ф іка, р о зв ’язання якого навіть за  
ід еал ізов ан и х  гран и ч н и х ум ов  і ф ор м і ч асток  є  достат н ь о  гр ом іздк и м , щ о  
у ск л а д н ю є використання ц и х  зал еж н ост ей  дл я  ан ал ізу  м а соп ер ен есен н я  в 
екстракторах. Н а  п р о ц ес  ви лучен н я ц іл ь ов и х  к ом п он ентів  в одн ак ов ій  м ір і 
впливаю ть вн утріш н ій  і зов н іш н ій  д и ф у з ій н и й  оп ір , т о м у  д о сл ід ж ен н я  
м а со о б м ін у  п ри  в іброек страгуван н і, встановлення зал еж н ост і ін тен си в н ост і 
м асов іддач і в ід  г ол ов н и х  ф акторів, щ о  визначаю ть еф ективність п р о ц есу  
м а со о б м ін у , є  о д н и м  із  г ол ов н и х  завдань.

Т ео р ет и ч н и й  о п и с  м а т ем а т и ч н и х  м о д е л ей  ск л а д н и х  с и ст е м  н а ш т о в х н у в ся  
н а  п ев н і т р у д н о щ і. Т іл ьк и  за  о ст а н н і 3 0 — 4 0  рок ів , п о р я д  з  е к сп е р и м ен ­
тал ь н и м и  д о с л ід ж ен н я м и , б у л и  за п р о п о н о в а н і ф ізи ч н і м о д е л і о к р е м и х  я в и щ  і 
з р о б л е н о  їх  м а т ем а т и ч н и й  о п и с . Загал ом , зв а ж а ю ч и  н а  п о т р е б и , ш ук аю ть  
сп р о щ е н і м е т о д и , які н а д а ю т ь  м о ж л и в іст ь  о п и са т и  с и ст е м у  о б м е ж е н и м  
ч и сл о м  д и ф е р е н ц іа л ь н и х  р івн ян ь  у  ч а ст и н н и х  п о х ід н и х  з  п ев н и м и  
гр а н и ч н и м и  у м о в а м и  [1 , 2 , 3 , 4 , 5].

Мета дослідження. В и к о н а т и  м а тем а ти ч н и й  о п и с  м о л ек у л я р н о г о  та  
к о н в ек т и в н о го  м а с о п е р е н е с ен н я  ц іл ь о в о г о  к о м п о н ен т а  з  р о с л и н н о ї си р о в и н и  
в у м о в а х  п е р іо д и ч н о г о  в іб р о ек ст р а гу в а н н я , п р о в ест и  о б ч и сл ю в а л ь н и й  ек сп е ­
р и м ен т  з  в и к о р и ст а н н я м  р еа л ь н и х  д а н и х  л а б о р а т о р н и х  д о с л ід ж е н ь  з  м е т о ю  
п ід т в е р д ж е н н я  ад ек в а т н о ст і о т р и м а н о ї м а т ем а т и ч н о ї м о д ел і.

Виклад основного матеріалу. О д н и м  із  н а й в а ж л и в іш и х  і в п л и в о в и х  
асп ек т ів  п р и  в іб р о ек ст р а г у в а н н і є  ст в о р ен н я  н а д ій н и х  у м о в  д л я  т у р б у л е н т н о ї  
д и ф у з ії .  П р и  ц ь о м у  т у р б у л ен т н іст ь  х а р а к т ер и зу єт ь ся  н ер егу л я р н и м и  п у л ь са ­
ц ія м и  ш в и д к о ст і. В а ж л и в и м  є  те , щ о  п р и  м а с о в ід д а ч і в ід  п о в е р х н і ч аст и н к и  
д о  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к у  о п ір  м а с о п е р е н е с е н н ю  з о с е р е д ж е н о  в т о н к о м у  ш арі, 
п р и л ег л о м у  д о  гр а н и ц і п о д іл у  ф аз.

В ід о м о , щ о  к он в ек ти в н а д и ф у з ія  в р у х о м о м у  сер ед о в и щ і в ід б у в а єт ь ся  
д в о м а  п отокам и: п о т о к о м  м ол ек ул я р н о ї д и ф у з ії  в с е р е д и н і п о р  т в ер д о ї ф ази , 
п и т о м е  зн ач ен н я  я к ого  в и зн ачається  р івн ян н ям  qu = — D d C /d n  і п оток ом  

р еч о в и н и  р а зо м  із  с ер ед о в и щ ем  у  п р о ц ес і й о г о  р у х у  з  п и т о м и м  зн ач ен н ям  

qn = C • w , а б о  qn = Р • А С , д е  С  —  к он ц ен трац ія  ц іл ь ов ого  к о м п о н ен т у , к г/м 3; 

D  —  к о еф іц ієн т  м ол ек ул я р н о ї д и ф у з ії, м 2/с; dC /dn  —  г р а д ієн т  к он ц ен тр ац ій , 

к г/м 4, в —  к о еф іц ієн т  м а со в ід д а ч і, м /c ; w —  ш ви дк ість  р у х у  сер ед о в и щ а , м /с. 
Т ак им  ч и н ом , ш ви дк ість  к он в ек ти в н ої д и ф у з ії  д о р ів н ю в а т и м е  с у м і ц и х  д в о х  

поток ів: q ^ ^  =  qH +  qn , к ож ен  з  я к и х  о к р ем о  н е  в ід о б р а ж а є  д ій с н о г о  ф ізи ч н о го  

зм іс т у  п р о ц ес у  м а со п ер ен есен н я  н а  в с іх  м а сш т а б н и х  р ів н я х  п р о ц есу .
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Д л я  м о д е л ю в а н н я  п е р і о д и ч н о г о  п р о ц е с у  в і б р о е к с т р а г у в а н н я  з а  о с н о в у  

б у л о  в з я т о  р і в н я н н я  з о в н і ш н ь о г о  м а с о о б м і н у  Щ у к а р ь о в а :

^  =  к ( с * -  с ( , ) ) ,  ( 1 )

д е  т  —  т р и в а л і с т ь  п р о ц е с у ,  с ;  к  —  к о е ф і ц і є н т  м а с о в і д д а ч і ,  м / c ;  С * —  р і в н о ­

в а ж н а  к о н ц е н т р а ц і я  ц і л ь о в о г о  к о м п о н е н т а ,  к г / м 3; С ( т )  —  п о т о ч н а  к о н ц е н т р а ­

ц і я  ц і л ь о в о г о  к о м п о н е н т а ,  к г / м 3.

А н а л і з у ю ч и  о д н о в и м і р н у  з а д а ч у  м о л е к у л я р н о г о  п е р е н е с е н н я  р е ч о в и н и  

в с е р е д и н і  т в е р д о ї  ф а з и  з  р о з п о д і л е н и м и  п а р а м е т р а м и ,  а  т а к о ж  п е р е р о з п о д і л  

р е ч о в и н и  п і д  ч а с  ї ї  к о н в е к т и в н о г о  п е р е н е с е н н я  в  р о б о ч о м у  о б ’є м і  в з д о в ж  

в і б р о е к с т р а к т о р а  п е р і о д и ч н о ї  д і ї ,  у з а г а л ь н и м о  р і в н я н н я  ( 1 ) .  З  ц і є ю  м е т о ю  

р о з г л я н е м о  м о д е л ь  п е р і о д и ч н о г о  м а с о п е р е н е с е н н я  у  в и г л я д і  р і в н я н н я  в  

ч а с т и н н и х  п о х і д н и х  п а р а б о л і ч н о г о  т и п у :

5 C  (  х ,  т )  

д т
=  a

д 2С  (  х ,  т )  

д х 2
+  k  ( с *  -  C  ( х ,  т ) ) (2)

з  п о ч а т к о в и м и  т а  к р а н о в и м и  у м о в а м и  д р у г о г о  р о д у :

C  ( х ,  т 2 )  =  С 0 (  х ) ,  0  <  х  <  L ;

д С  (  х ,  т )

д х
=  0 ;

д С  (  х ,  т )

х = 0
д х

=  0 ,

х=L

П і с л я  п е р е т в о р е н ь  п р а в а  ч а с т и н а  р і в н я н н я  ( 1 )  м а т и м е  т а к и й  в и г л я д :

д С  ( х ,  т )  д 2С  ( х ,  т )  , ч
=  a  +  b C  (  х ,  т )  +  q

д т  д х 2

т > т 0 .
(3 )

(4 )

д е  b  =  - k , а  q  =  k C * .

В и к о р и с т о в у ю ч и  м е т о д  р о з д і л е н н я  з м і н н и х ,  м о ж н а  о д е р ж а т и  р о з в ’я з о к  

к р а н о в о ї  з а д а ч і  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )  у  т а к о м у  в и г л я д і :
L  т  L

С ( х ,  т )  =  JG ( х ,  с ,  т )  Q  ( с )  d <; +  {{G ( х ,  с ,  т - 1)  q ( с ,  т ) d с  d t , (5 )
0 0 0

д е  G  ( х ,  с ,  т )  —  ф у н к ц і я  Г р і н а  в и д у  :

G  (  х ,  С, т )  =  е Ьт
1 2  к к х  к к  с

+  2 c o s  • c o s  • e
L  L  k=1 L  L

an2k 2
т

(6)

Р о з г л я н е м о  о к р е м и й  в и п а д о к ,  к о л и  п о ч а т к о в а  к о н ц е н т р а ц і я  є  с т а л о ю ,  

т о б т о  С 0 ( с )  =  С 0 =  c o n s t .

У  ц ь о м у  в и п а д к у  р о з в ’я з о к  к р а н о в о ї  з а д а ч і  ( 1 ) — ( 3 )  м о ж н а  с п р о с т и т и .  

Д і й с н о ,  і н т е г р у ю ч и  ф у н к ц і ю  Г р і н а  ( 6 )  п о  п р о с т о р о в і й  к о о р д и н а т і  q, о д е р ж и м о :

J G (х ,  с ,  т ) d  с  =  <Ь т

т г OR2 к2
L  1 2  “  к к х  г к к  с  L2 т
J d  с +  2  c o s  - J  c o s  d  с -  e  L
0 L  L  к=1 L  0 L

(7 )

В р а х о в у ю ч и ,  щ о  н а с т у п н и й  і н т е г р а л  д о р і в н ю є :
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L nkc , L . ( nkcI cos---- dc = —  sin I -----L nk L
= —  (sin (nk) -  sin (0)) = —  sin (nk) = 0, (8)

nk nk

зі співвідношень (7) та (8) одержимо:

IG ( x, c, x-1) d c = e= eb(x - t) (9)

Беручи до уваги останню рівність, перетворимо другий доданок у правій 
частині співвідношення (5):

X L X X /  і т

I I G ( x ,  c ,  x  - 1)d c  dt =  I e b(x  t)dt =  ebx f  e- btdt =  e bx  I — e - bt|Q
л л л Л V b 0

=  -  M  e - b x -  • )  =  -  1  (1  -  e bx)  = 1  ( e b x - 1 ) .

(10)

b  v > b v > b  

Таким чином, у результаті виконаних перетворень одержимо формулу для 
розрахунку поточної концентрації цільового компонента в апараті у вигляді:

L

0

C  (x , x ) =  C 0 • ebx+  q ( ebx- 1) . (11)

Варто зауважити, що в останній формулі (11) концентрація С не залежить 
від просторової координати х, а лише від часової координати т.

З урахуванням прийнятих позначень у рівнянні (4), де b  =  - k , q  =  k C * , 
рівняння (11) можна звести до вигляду :

C  (  х ,  x )  =  C 0
k x -  k C _  

k
•e - (e-kx- 1) = C0 • e-kx-  C* (e-kx- 1)

= C0 • e-kx+ C*(1 - e-kx).
(12)

Отримане рівняння (12) враховує молекулярну внутрішню дифузію та 
кінетику зовнішнього масоперенесення і фактично збігається з розв’язком 
рівняння Щукарьова:

'̂  = k(C - C(x)),

C ( 0) = C0 .
(13)

Рівняння (12) фактично визначає розв’язок моделі ідеального перемі­
шування, яке відображає процес масоперенесення цільових компонентів в 
умовах періодичного віброекстрагування.

У розглянутій моделі (2) невідомими є параметри a — коефіцієнт молекулярної 
дифузії, а також коефіцієнт k, який визначає лінійну модель кінетики процесу. 
Ідентифікація цих параметрів здійснювалась зваженим методом найменших 
квадратів на основі експериментальних даних, отриманих на віброекстракторі 
періодичної дії з комбінованим енергопідведенням [6]. Віброекстрактор являє 
собою циліндричний корпус, в об’ємі якого розміщено віброперемішувальну 
систему, що складається з гнучкого контейнера, проникного для екстрагенту,
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з а к р і п л е н о г о  н а  с и т ч а с т і й  о п о р і  т а  з ’ є д н а н о г о  ш т о к о м  ч е р е з  в е р х н і й  п е р ф о ­

р о в а н и й  д и с к  з  в і б р о п р и в о д о м .  Т а к о ж  в і б р о е к с т р а к т о р  о с н а щ е н о  в и с о к о ­

ч а с т о т н и м  в и п р о м і н ю в а ч е м ,  в с т а н о в л е н и м  п і д  г н у ч к и м  к о н т е й н е р о м .  

Д о с л і д ж е н н я  п р о в о д и л и с я  п р и  ф і к с о в а н і й  а м п л і т у д і  2 0 - 1 0 -3  м ,  з  ч а с т о т а м и  

к о л и в а н ь  в і б р о п е р е м і ш у в а л ь н о ї  с и с т е м и  3 — 7  Г ц  т а  г і д р о м о д у л я х  1 5 — 2 5  з  і 

б е з  з а с т о с у в а н н я  в и с о к о ч а с т о т н о г о  в и п р о м і н ю в а ч а .  Т е м п е р а т у р а  е к с т р а г е н т у  

с к л а д а л а  2 0  оС .  Я к  с и р о в и н у  в и к о р и с т о в у в а л и  п о д р і б н е н и й  в і в с я н и й  с о л о д  

с е р е д н ь о г о  п о м е л у .

В и м і р ю в а н н я  к о н ц е н т р а ц і ї  ц і л ь о в о г о  к о м п о н е н т а  з д і й с н ю в а л о с ь  у  к і н ц і  

е к с п е р и м е н т а л ь н о ї  д і л я н к и  в  т о ч ц і  x = L  у  з а д а н і  д и с к р е т н і  м о м е н т и  ч а с у  ті:

У i =  C ( L , т і )  +  ^ г , і  =  1, 2 , . . . , n  ,

д е  у і —  р е з у л ь т а т  і - т о г о  в и м і р ю в а н н я  п о т о ч н о ї  к о н ц е н т р а ц і ї ;  ^  —  п о х и б к а  

і - т о г о  в и м і р ю в а н н я .

Н е в і д о м і  п а р а м е т р и  а  і  k  в и з н а ч а ю т ь с я  з  т а к о ї  у м о в и :

П 2

S ( а , k )  =  £ а і • ( Уі - C ( L , Т і ) )  ^ m i n ,
і = і  а  к

д е  а г- —  в а г о в і  м н о ж н и к и ,  я к і  д о з в о л я ю т ь  в р а х о в у в а т и  с т у п і н ь  т о ч н о с т і  

в и м і р ю в а н ь  у  р і з н і  м о м е н т и  ч а с у .  Я к щ о  в и м і р и  п р о т я г о м  у с ь о г о  п е р і о д у  

с п о с т е р е ж е н н я  р і в н о т о ч н і ,  т о  а г= 1 , і  =  1 ,2 , . . .  ,n .

Н а  р и с у н к у ,  я к  п р и к л а д ,  н а в е д е н о  д е я к і  р е з у л ь т а т и  о б ч и с л ю в а л ь н о г о  

е к с п е р и м е н т у  д л я  в и б р а н о г о  г і д р о м о д у л я  q =  1 5  д л я  д о с л і д і в ,  щ о  п р о в е д е н і  в  

с и с т е м і  п о д р і б н е н и й  в і в с я н и й  с о л о д - в о д а .

Рис. Динаміка концентрації речовини в рідкій фазі:
т — тривалість процесу, хв; x — переріз апарата, м

Р и с у н о к  і л ю с т р у є ,  щ о  р і в н я н н я  ( 2 )  з  л і н і й н о ю  ф у н к ц і є ю  к і н е т и к и  п р о ц е с у  

в и л у ч е н н я  ц і л ь о в о г о  к о м п о н е н т а  з  р о с л и н н о ї  с и р о в и н и  д і й с н о  з в о д и т ь с я  д о  

м о д е л і  і д е а л ь н о г о  п е р е м і ш у в а н н я .

Висновок
Н а в е д е н и й  м а т е м а т и ч н и й  о п и с  п р о п о н у є т ь с я  в и к о р и с т а т и  д л я  м о д е л ю в а н н я  

к і н е т и к и  п е р і о д и ч н о г о  е к с т р а г у в а н н я  з  р о с л и н н о ї  с и р о в и н и  в  р о з п о д і л е н и х  

с е р е д о в и щ а х .  Ц я  м о д е л ь  м о ж е  б у т и  в з я т а  з а  б а з о в у  д л я  м о д е л ю в а н н я  б і л ь ш  

с к л а д н и х  я в и щ  м а с о о б м і н у ,  д и ф у з і ї ,  а д с о р б ц і ї ,  т е п л о о б м і н у  т о щ о .
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
МАССОПЕРЕНОСА ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ 
ВИБРОЭКСТРАГИРОВАНИИ ИЗ РАСТИТЕЛЬНОГО 
СЫРЬЯ

В.Л. Завьялов, В.Е. Деканский, А.П. Лобок, Т.Г. Мисюра, В.С. Бодров
Национальный университет пищевых технологий

В  статье представлены результ ат ы математического моделирования 
массопереноса при периодическом виброэкстрагировании из растительного  
сырья. М атематически обоснованы явления массопереноса на уровне 
молекулярной диффузии и конвективного переноса целевого вещества в 
рабочем объеме виброэкстрактора периодического действия. Полученное 
математическое описание процесса мож ет быть использовано для 
моделирования кинетики периодического извлечения из растительного  
сырья, а такж е взято как базовое для моделирования более слож ных явлений  
тепловых и массообменных процессов.

Ключевые слова: математическое моделирование, массообмен, вибро­
экстрагирование, молекулярная и конвективная диффузия.
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