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В работе получено обобщение на области о куоочно-гладкой гра

ницей некоторых граничных свойотв гармонических и аналитических 

функций классов Геяьдера Н * , 0<S<1 , указаны приложения 
полученных результатов и исследованы некоторые локальные модули 

непрерывности.

Диссертация состоит из введения и двух глав.

Дготь G - одноовязная конечная область комплексной плос- 

коотй z , дополнение G которой содержит более одной точки. 

Обозначим через ? = у  (г) = * £'г4+... ( О, - функцию
Римана, которая конформно и однолистно отображает единичный круг 

/Г/< { на область & гак, что при этом начало координат пе

реходит в фиксированную точку г0 е G . Теоремы Келлога показы

вают, что гладкости границы области G и функции у (Bt&J 
тесно связаны.

В работе гельдеровокие клаосы функций изучаются в областях

Поскольку строгое опре

деление таких классов областей, получаемое о помощью ограничений 

на функцию У  (т) , довольно громоздко, то мы отметим здесь толь-* 

ко, что благодаря исследованиям Варшавского и др. было установле

но, что области,, границы которых состоят иэ конечного числа дуг с 

непрерывной кривизной, образующих в точках стыка внутренние



углы ^ Я” , 0< < 2 , принадлежат классу , 2*,̂ *).
Обозначим £  - тм с. (I, у8*, • ••. ̂ к).

Будем говорить, что непрерывная функция и(*) принадлежит 

клаооу Гельдера порядка 5 , 0< 5 < 1 , на множестве^ 

комплексной плоскости £ и пиоать, что и(?)€ Н  ($ }) ,

если

биь/ц(г)- и(е')1 $ АЬ , г.г'еМ?, (1)
/*-*'/«/

где постоянная Д не эавиоит ни от ? , ни от ? .

Основной в первой главе является теорема I, которая обобща

ет классическую теорему И.И.Привалова о том, что, если непрерывная 

21г - периодическая функция //&)е М [0,2^], 0<5< I у 
то сопряженная функция /(в )е  Н*[0,2я]-

Теорема I. Пусть область £  € <£** . *«,/«) • Тогда,
если гармоническая в & ’и непрерывная на (? функция иСг)е

, то и сопряженная к и(*) функ

ция \/(г) € Н*(д&). ^
Для доказательства теоремы I был применен метод конформных 

отображений. При конформном отображении естественно появляются 

классы функций, определяемые локальными модулями непрерывности, 

если исследование производится в равномерной метрике, и весовые 

классы - в интегральной метрике.

Локальным модулем непрерывности в точке ОIе [&. % я] не

прерывной 2'и - периодической функции /{&) будем называть ве

личину

а ,  ({./,)= о ,!* )* 5и р Ц (в)-Щ )1 . (2)
* 1 16-9̂ />
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Харди и Лигтльвудои, а позднее независимо К.И.Бабенко, ана

логи теоремы И.Z.Привалов были получены в метриках L р , 

р< °О • кроме того ими же были получены весовые обобщения

этой теоремы в метрике Ip, I  Zр<
Теорему 2 автора, которая является вспомогательной при дока

зательстве теоремы I, можно рассматривать как аналог в равномер

ной метрике весовой теоремы Харди и Литтльвуда. Весовая теорема 

Харди и Литтльвуда для метрики Lp , i<р< , допускает 

переформулировку на области с углами:

Если гармоническая в области G £ »• • • ’
функция f-/P,<(d&) , , 0<o($l ti.e.

I- /(*+&z)jPId z lJР 4  IazI * , S+&ledGt

U P'* f  )то сопряженная гармоническая функция V (b )£  п  ( oG).
В § 3 исследуется гладкость решения задачи Дирихле в зависи

мости от гладкости граничной функции. Подобные исследования для 

случая области с гладкой границей впервые были проведены в рабо

тах Лихтенштейна, Н.М.Гюнтера, Х.Л.Смолицкого. Эквивалентную про

блему - о связи между гладкостью границы области и функцией Рима- 

на, отображающей область на единичный круг, - еще раньше во мно

гих случаях решил Кейлог. Позже выяснилось, что эти вопросы тес

но связаны с теоремами вложения. С этой точки зрения гармоничес

кие функции изучались в работах С.К.Никольского, Я.С.Бугрова,

Н.П.Мозжеровой и др. Отметим, что в работах С.К.Никольского, а 

также одновременно в работах Уолша и Янга, впервые проводилось 

исследование гладкости решения задачи Дирихле в прямоугольнике, 

т.е. в области с кусочно-гладкой границей. В.В.Фуфаевым для об

ластей с кусочно-аналитической границей был получен ряд оконча
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тельных результатов. В приведенной ниже теореме 3 показано, что 

условия на границу области можно ослабить.

Теорема 8. Цусть облаоть £  <= Хс . тогда,

если Д 5  ) е Н * ( Ж ) , 0 < * < уГ и Ч (*) является реше
нием задачи Дирихле для функции /(£ ) , то и(*)е  Н  *(&).

В § % приведены прямые теоремы приближения гармоничеоких 

функций гармоническими полиномами. Гармоническим полиномом назы

вается действительная часть алгебраического многочлена, вообще 

говоря, о комплексными коэффициентами. Для круга задачи прибли

жения гармоничео-ких функций гармоничеокими полиномами эквивалент

на задаче приближения непрерывных 2 ТС - периодических функций 
тригонометрическими полиномами и благодаря этому хорошо неучена.

Для областей отличных от круга, задача о приближении гармоничео

ких функций гармоническими полиномами сводят к задаче о прибли

жении аналитических функций алгебраическими многочленами. Прибли

жение гармонических функций клаооов Гельдера /Vе , 0<$< 1) 
в облаогях, ограниченных аналитической кривой, изучалось Уолшем, 

Сьюэллом, Эллиоттом. В 70-годы В.К.Двядык установил прямые и об

ратные теоремы приближения аналитических функций алгебраическими 

многочленами в областях о углами. Опираясь на развитые методы 

он получил в облаотях о кусочно-гладкой границей оценку приближе

ния гармоническими полиномами гармонических функций, представи

мых в виде потенциала двойного или простого слоя о плотностями 

классов А/5 , 0< Б < I  . Результаты автора приведены в тео

реме 4.

Теорема ». Дуоть область £  е  2? , *«,/*), тогда
для гармонической в £  функции и (г) £ Н 3(д & ) ,

О < 5  < | для любого я существует гармонический

полином р (ъ ) порядка п такой, что
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/ и (г ) -£ (г ) /^ '̂  , г 6 дО (3)

где ^  + - расстояние ОТ ТОЧКИ г ДО ( і*  -£■) - й

внешней линии уровня области 6- .

Для доказательства теоремы были использованы прямые теоремы 

В.К.Двядыка для аналитических функций.

Глава П посвящена граничным свойствам аналитических функций.

В § I теорема Племеля-Привалова о граничных аначениях интег

рала типа Коши от непрерывной функции на кусочно-гладкой кривой 

Г перенесена на локальные модули непрерывности, которые удов

летворяют УСЛОВИЯМ (  3£ )
1

( * )

А

где ? іЄ поотоянные А , С (о ) ве
завися? ни от , ни от к , постоянная С От) зависит
от а .

, поотоянные й , С (ч) не

Отметим, что уоловие *3) (*) эквивалентно условию



В § 2 обобщена теорема Харди и Литтльвуда, которая дает кри

терий принадлежности аналитической в круге функции классу Гельде- 

ра порядка 5 ) О < $>  ̂ I , выраженный черев рост модуля произ

водной.

Теорема 7. Цусть область С  € 3/ , ■■■, **.£*).
Для того, чтобы аналитическая в £  функция -/С*) была непре

рывной на £  и / (г )€  /~/5(д (т ) , 0 < 5 < ~  г
Г

необходимо и достаточно чтобы

где </ есть расстояние от точки г ' до границы об

ласти б

Основные результаты данной работы докладывались на спецсеми

наре по граничным свойствам аналитических функций в МГУ, на семина

ре по теории приближения при Институте математики АН УССР, на 

общегородском семинаре по теории функций г.Киева и опубликованы 

в работах:

1. Локгдьные модули непрерывности и свойства-* гармонических 

функций в областях с углами, сб. "Теория приближения функций и ее 

приложения", Издание Института математики АН УССР, Киев, 1974.

2. К теореме Харди и Литтльвуда, УМ1, 1975, Ш 2.
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