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{Представлено членом-кореспондентом НАЕ України В.І. Фущичем) 

A mixed boundary problem for the nonlinear differential partial equation of order 3 sim-
ulating heat transfer m relaxing media is considered and its numerical-analytical solution 
is obtained. As a result of calculation, three options of temperature field variation are 
established. 

1. Як відомо [1], основним визначальним законом класичної теорії теплопереносу є закон 
Фур'є. У випадку теплопереносу в нерівноважних середовищах, з урахуванням явищ 
залізнення, в лінійному наближенні замість класичного закону Фур'є маємо [2] 

дя , д / дТ\ 
Я + Тч~дї = ~ ^ J t ) ' М 

де А0 — коефіцієнт теплопровідності середовища; q — потік; Т — температура; тч,тг — 
часи релаксації теплового потоку та температури відповідно. 

З урахуванням (1) рівняння теплопереносу оа наявності джерел та відсутності кон-
вективно! складової має вигляд [3] 

де R = т , / су ; т2 = ту /су ; с = А0; су — теплоємність; Q(T) — потужність джерел. 
В рамках цієї математичної моделі розглянемо таку мішану крайову задачу про ви-

сокотемпературний процес горіння в релаксуючому середовищі: 

+ аг - Ч ^ + И 1 + * * ) w 

u(0, t ) = < ( / , * ) = О, (4) 

и(®,0) = у>(®), и[(х,0) = ф(х), (5) 

Де 

R, с, т2 = const, f(u) = um (m > 1), 
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Рис. 1. Еволюція розв'язку крайової задачі у лінійному (а — R — Тз = 0,1; m = 1) та нелінійному (6 — 
R = п = 0,1; m = 10) випадках 

— задані функції, (х, £) Є (0, /) X (0, сю). 
2. У лінійному випадку (тп = 1,R ф 0) розв'язок задачі (3)-(5) має вигляд [4] 

Ф,0 = т £ ( , ) W s i n ( Л " х ) = 2>3)> 
П— 1 

= ( 4 ° - 4 2 ) ) ~ ' [оз. - - - є4"1 ' 

«£»>(«) = є " * " " 2 * [ » . « • ( ( * « > + ± (/Jn + sin (u>nf)' 

W = К + (/?» + апМп/2Л) t] (dn = 0); 

4»-2) = ± JTn ) /2R, dn = fil+ 4Rxn, /х„ = 1 - R + cr2A2 , 

*„ = 1 + (T2 - c)A2, An = 7Г(2П — l)/2l, 

(dn > 0); 

(d n < 0); 

Характерний графік еволюції цього розв'язку наведено на рис. 1,а. 
3. У випадку тп > 1, обертаючи лінійну частину рівняння (3) з урахуванням крайових 

умов (4), (5), зводимо задачу до розв'язування такого нелінійного інтегрального рівняння: 

t і 

и(х, t) = и(х, t) + J J ит (£, т) G(£, x;t — т) d$dr, 
о о 

(6) 

де v(x,t),G(£,x;t — т) — відомі функції (відповідні вирази не наводяться з огляду на 
громіздкість). Ефективний наближений розв'язок рівняння (6) можна одержати таким 
чином. 

ISSN 0868-8044 Доповіді Національної академії наук України. 1996, N 7 43 



На сітці 0 = х0 < х\ < • • • < ідг = І з кроком Ах наближений розв'язок інтегрального 
рівняння шукаємо у вигляді [5] 

N 

u(z , *) = ! > , - ( 0 0 ( 2 ) , (7) 
1=1 

де « і ( t ) —середнє значення u(x,t) на інтервалі ( і , _ і , і , ) ; С»(г) = ЧІ* ~ г «- і ) ~ v ( x ~ І«)і V 
— функція Хевісайда. Підстановка (7) в (6) та використання методу Бубнова-Гальоркіна 
[5] зводять задачу до розв'язування системи рівнянь 

N V 
« ; ( 0 = / і (« ) + £ / u?{T)aii{t - т) dr ( j = 1, N), (8) 

• = 1 0 
Де 

xj x) 

f j ( t ) = ^ / ~ r ) = / / 

Для розв 'зування системи (8) застосуємо апроксимаційний метод (а-метод) [6]. Поперед-
ньо поставимо у відповідність (8) систему 

" V 
«і ( 0 = / і (0 + £ / «Г И (t, т) dr ( j = 1 , л о , (9) 

«=1 о 

де /у — відрізки степеневих розкладів функцій та /у відповідно. Згідно з а^методом, 
системі (9) ставиться у відповідність така "збурена" система: 

«5"}(0 = Ш + Е / [ t 4 n ) ( r ) ] m а 0 ( і , г) - e%(t) (10) 

N ' 

I 
i=i 

( o < t < t . , j = T j v ) , 

де — поліном степеня — нев'язка, що включає допоміжні параметри [б]. 
Зображення розв'язку системи у вигляді поліномів з невідомими коефіцієнтами зводить 
розглядувану задачу до розв'язування системи нелінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
коефіцієнтів поліномів та допоміжних параметрів [6]. Використовуючи методику роботи 
[7], можна показати, що якщо числа п і t, такі, що в кулі || • \\с < р існує єдиний розв'язок 
(10), то мас місце оцінка 

ІМ0 - «И0ІІС < A(p,t.) Ц^ЛОІІс U = 1 ,N), 

Де 
2 

А(р, і») = exp ( t , , Qc(t„ р)), с ( і „ р) = тр* 

( к) 
£дг, = шах |g)y і, <3,М = const > 0, u j - точний розв'язок(9). 

ІЄ1.ЛГ 
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Рис. 2. Режим розпаду початкової структури (а — R = 10, rj = 0, m = 10) та нагострення (б — 
R = т-і = 10, m = 10) у нелінійному випадку 

4. Чисельна реалізація наведеного розв'язку та оіставлення його з скінченно-
різницевим, одержаним згідно з схемою [4] 

Rvtt + v. - cvSx - ст2(игх). = / + R f . 

показали задовільну їх відповідність. Деякі з одержаних результатів графічно зображено 
на рис. 1,2 (розрахунки виконано для випадку задания початкового розподілу темпера-
тури у вигляді рівнобедреного трикутника одиничної висоти, основа якої збігається з 
точкою х = І). Здобуті результати дозволяють, зокрема, зробити висновок про існу-
вання трьох типів розв'язків нелінійної крайової задачі (3)-(5): 

нелокалізовааний режим спадання температури з часом (див. рис. 1,6); 
режим розпаду початкової структури на дві затухаючі, що рухаються в протилежних 

напрямках (див. рис. 2,а); 
режим з загостренням [8] (див. рис. 2,6). 
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