
ВІСНИК Mb В! В. УН-ТУ 
Серы мех.-мат.2001.Bun.59. С.57-60 

VIS N УК LVIV UNIV. 
Ser.Much-Math.2001. Vol.59.P. 57-60 

ПРО НАЛЕЖНІСТЬ КАНОНІЧНИХ ДОБУТКІВ 
ДО УЗАГАЛЬНЕНОГО КЛАСУ ЗБІЖНОСТІ 

Оксана МУЛЯВА. Мирослав ШЕРЕМЕТА 
Дрогобицький державний педагогічний університет 

вул. Стрийська, 3, м.Дрогобич, Львівська обл. Україна 
Львівський національний університет імені Івана Франка 

вул.Університетська, 1 79000 Львів, Україна 

Побудовано канонічні добутки, ЯІ<І належать до а/і-класу збіжності. 
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Нехай / - ціла функція з нулями z-Ki / (0 ) == 0. п , ( г ) — У] 1 - лічиль-

на функція нулів, M / ( r ) = max{|/(c)| : \х\ = r } , p ~ lim 

.. , г— In M/(г) .. порядок фуккші / , а т ~ Jini —- - и тип. Дооре відомо [1J, шо ••-Н-эс 7'-
р— in /ід7-і . . , hm — — = o i , якщо Q - неціло число, то існують додатні сталі к.\ і к-і 

Г-т 4-.se Щ г 

такі, що k-.r ^ lim П; '' ; < к>т. У випадку, коли т = 0, Ж . Валірон [2] оз-

flu M fir), намив клас зоїжності vмовою І — а г < + х і довів таке: якщо / належить і r--J~' 
ос 

до класу збіжності, то J2 < +оо. Якщо g •- неніле число, то остання умова 

є також достатньою [3] для належності / до класу збіжності (зауважимо, що для 
нецілого g за теоремою Адамара про зображення цілої функції задача зводиться 
до питання належності до класу збіжності канонічних добутків). 

У випадку, коли g - -boo, для характеристики зростання цілих функцій вико-
(л. Cï(ln Mf(r)) 

ристовують узагальнений порядок [41 о аз — um — г ) — 1 а е > " 

a L ~ клас неперервних додатних зростаючих до -Ьоо на [х'о, +оо) функцій. Кано-
нічні добутки заданого узагальненого порядку побудував С.К.Балашов [5]. Ми 
розглянемо узагальнений aß-клас збіжності, який означимо умовою 

7o(ln M Ar)), m 

J - W o 'ir < +=0' (1) 
ro 

і за певних обмежень на функції а € L і ß Є І побудуємо канонічний добуток, 
який належатиме до а/З-класу збіжності (зауважимо, що належність цілої функції 
/ до aß-класу збіжності в термінах її тейлорових коефіцієнтів описана в (6)). 
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Отже, нехай (zfc) - довільна занумерована у порядку неспадання модулів пос-
лідовність відмінних від 0 комплексних чисел з єдиною тонкою скупчення у оо, а 
п(т) - її лічильна функція. Вважатимемо, що функція п(г) має не тільки нескін-
ченний порядок, а й задовольняє умову In n(r) ~ и ( r ) In r, r +оо : де и Є L, і 
розглянёмо канонічний добуток 

оо 
nz) = ]jE(z/z^2^(\zk\))), ( 2 ) 

к=і 

де E(z. p) - первинний множник Вейєрштрасса. Оскільки для кожного л € С 

о о І ч 2 [ w ( | 2 f e | ) ] + l ОО 

Е ( Г Т ) = S ехр{—2(1 + o(l))w(jjfcj) In N i } = 
it—Ä{} — <() 

CO CO 

= E е х р { - 2 ( 1 +o(I ) ) ]nn(|z f c |)} < £ e x p { - 2 ( 1 + o( l ) )In k} < xoc , 
к—ко fc—ku 

т о [1. с. 16] канонічний добуток (2) абсолютно і рівномірно збігається на кож-
ному компакті з С й зображає цілу функцію. 

Т е о р е м а . Нехай функції а Є L г ß € L такі, що « ( .r2 ) = 0(а(х)), ß(2x) = 
dx 

О(ß(x)) прих -7 +00 і I ~—г < +ос . Припустимо, що послідовність (zn) задо-
Х0 • 

вольняе умову In n{r) ~ w(r) ln r, r 4-ое, де uj Є L. Для того щоб канонічний 
добуток (2) належав до oeß-класу збіжності, необхідно і достатньо, щоб 

У І 
У (а(к) - а(к - l ) )ß ( in \zk!) < 4 - х . B(.i:) = / (3) 
, , J P(^) k=kr, 

Доведення. Оскільки (1, с. 21] hi \E(z, p)| ^ 3e(2 + In p) ———. p ^ 1, то 
l + \z\' 

In M A r ) < Е ^ ( 2 + Ї П ( 2 И ^ І ) ] ) - ? , ^ 
,1—1. 1 ' ' ' I"»! 
« (A'.rV^Mb.ûî+i ~ j 

< E t / i ^ f u j H - r i = E ünr exp((ln r + ln KiM> (4) 

де An = 2[u/(|.znf)] + 1, а через K3 тут і надалі позначені додатні сталі. 
Відомо [7, с. 23] таке: якщо невід'ємні коефіцієнти ап ряду Діріхле F(o) = 
оо д 

= У^ а^ехрІаЛп}, а Є 1 . задовольняють умову lim —;—-—- = h < 1, то Fier) < 
7i=i - In |an| 
/і(сг/(1 - Л - є)) для кожного є € (0, 1 - h) і всіх о ^ <7о(є)> де — 

max-fû^expluAn,} : п ^ 1}. Оскільки In п(г) ~ < j ( r ) l n r , r ~> +оо, т о 
і- п , /о - , „ , , „ / <т-і-In \ hm — - j — - = 1/2, з тому з (4} одержуємо In М Л О < M — — , де п-сос Ап til \zn\ 1/2 - е ) 

р(сг) = : n. ^ 1 j-. Нехай v{o) = шах | п : ^ p - j - j 
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Очевидно, шо у(<т) ^ п(е°). Тому [10, с. 17] 
а 

1п/і(<7) = Ln /U(O) -г J K[t)dt ^ In м(0} 4- <r\v{<r] ^ in^(O) + <rAn(e.) ^ 
0 

^ Inytt(O) + 2au>{\zn{e*)\) + 1 ^ 111/a(0) + 2cru(ea) + 1 $ 31n n(e*) 

\ 

In мж(е") < exp |з In n (exp I ~ l A l I j j < exp {3 hl n ( . e K } (5) 

для всіх досить великих о . З умови а(.с2) = 0(а( :г ) ) . х —> + с о випливає, що 
а(е3х) <: Кла(ех), а з у м о в и ß { 2 x ) = 0(ß{x)), х + с с м а є м о ß { a / K 2 ) ^ ß{a)/K4. 

а(1п M~(çc)) Rafale")) 
Тому з (5) отримуємо J — — — — d a ^ А5 / V ••-da, тобто канонічний 

добуток (2) належить до aß-класу збЬкності, якщо 
оо 
[ а(п(г)) 

j 7'ß(ІП г] 
dr < +ос. (6) 

r n(t) 
Навпаки, нехай N{r) ~ f — - d t - неванліннова лічильна функція послідовності 

ü і 

(zk). Тоді n(r) ^ N{er) і, завдяки умові о{2х) = 0{ß(t)) х - ? - f co , нерівність (6) 
? < * ( № ) ) , „ ' правильна, якщо j — таг < -j-oc. Якщо г. належить до о-о-класу збіжності. 
П, r) 

то за нерівністю Иєнсена. (А*(г) < In Л/^'г)) останнє співвідношення правильне. 
Отже, канонічний добуток (2) належить до а/?-класу збіжності тоді і тільки 

тоді, коли виконується нерівність (б). 
Але 

ТС ^ |îr.+lj І=»і+і! 
[ а{п{г)) ^ [ о Щ . ^ , [ dr 
/ "Ö71 таг = ) / dr + A s = > or in) / —7- + A6 — 

J rß(h\ r) ^ j r/3(h r ^ roi In r) 
|=,.| 1 - і ' 

00 со 

= £ > ( n ) ( B ( l n Ы ) - B{In |^n+ii)) + Л'е = £ (a(n) - a ( n - l ) ) 5 ( ln jz„|) 

Тому співвідношення (6) і (3) рівносильні. Теорему доведено. 
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ON THE BELONGING OF CANONICAL PRODUCTS 
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Canonical products belonging to convergence ct/3-class are constructed. 
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