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НАБЛИЖ ЕННЯ УЗАГАЛЬНЕНИМИ СУМАМИ ЗИГМУНДА НА КЛАСАХ С£Нм 

Нехай Ь , р>1 — простір 2л-періодичних функцій

£(■) із скінченною нормою ||£|| , де при рІ[1, оо)

М Р = ( І И Р ^ )
1/Р

при р = оо

л  = а (кп)} = | і —  | -  | ,к  = 1 , . . . ,п - 1 ,  8 > О Д (оП) = 1. (2 )

При цьому кожній функції f  єЬ  на основі її розви­
нення в ряд Ф ур’є (1) ставиться у відповідність пос­
лідовність тригонометричних поліномів вигляду

|£Цв =ем вир(т)| ;
С — множина 2тс-періодичних неперервних функцій £(•) з 
нормою

М с =
со(£, 5),0<5<тг — модуль неперервності функції 1:єС, а Н

п—1
2 П(Ї .Л )=  І  А.(кп)А к(£ ,х ), п = 1,2,— (3)

к=0

Такі поліноми називаються сумами Зигмунда.
У випадку і^єС послідовність %п(£, Л) рівномірно 

збігається. Апроксимативні властивості сум Зигмунда вив­
чалися багатьма математиками (див., наприклад, [1]~[6]). 

клас 2тг-періодичних неперервних ф ункцій, що В роботах [7]-[9] розглянуто аналог сум Зигмунда, в якому 
задовольняють умову | £ ( і)—£(!') | <со( | і - ї ' І ), де со(і) — 
фіксований модуль неперервності.

Нехай

= Х ( а к со з к х  + ь к 8 іп к х ) =  Е А к (^ х ) ( і )
к=1 к=0

ряд Фур’є функції £єЬ, 8 П = 8 п(£,х)= ^ А к(!,х ) — її
к=0

суми Фур’є.

х(к ) = 1 - 4 и т -  (4 )ф(к)
де ф(к) — значення в точках кШ  деякої неперервної 
спадної функції ф(х). Такі узагальнені суми Зигмунда 
позначаються 2,*(І ,х).

Нехай Ц>(х), х>1 — неперервна опукла вниз функція, 
що прямує до нуля при х-ко . Множину таких функцій 
позначимо $ОД.

О. І. Степанець [10], [11] запропонував класифіка-
А .Зигмунд [1 ] вв ів  у розгляд лінійний метод цію функцій на основі перетворення їхніх рядів Фур’є і 

підсумовування рядів Фур’є. Цей метод визначається за позначив через Ц 'клас сумовних 2я-періодичних функцій
допомогою трикутної матриці чисел і"(х), для яких ряд

О.В. Островська, 2 0 0 0
X  —— ( а к сов(кх + — 1 + Ьк віп(кх + — 11 р є Я,
к=і ¥ (к )
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ІФ^— • j-2 .1 v|/'(nv) sin vt dv dt

Далі з (7), (11) і (13) дістанемо:

= 0 (1 )  ц/(гі) 0)1

|Дп)

м(п) Ґ + Л 
І Ф -  xn(t)dt

. sint

= 0(1)ч/(п)и

cos 1
І Ы п ) ^ + п ¥ (п )— s _ ) d t

+ O(l)¥ (n)o,| -  |;

! Ф] ~  |̂ n(t)dt
(̂п)

\\і( п)(сОВ—-1 )"О \ ■ І....... .. ......Ч п «
|Ф| — |[-------  —jj-S----------jv:/'(nv)sin vtdv]dt

03 / . \ COS 1
J Ф -]ы (п ) S dt

H(n)
+ O(l)\|/(n)co^ |.

Оскільки

/ \ U i. cos 1
£ V < 5 > f ф ( і )    d t

* -* n t2

nw(n) 2sin271 j.

J Ф( )----- 2і  n t2
2n dt

(14)

(15)

-dt +
nv(n)

+ .£ї і £> г Фт С05п ^
71 |t|>H(n) L W  t 2

dt =

v|»(n)co
dt + 0 ( l) -

^  Ф( ± ) £ ! ^ - ± йі + 0{і) 
n - »  Ы  t 2

4»(n)d

тому з (17) дістанемо

n 4'(n)
(  tf  cos 1

J Ф Р И -
7t<|t|Sfl(n) У t

dt +

- 1 Ф|
|t|>u(n)

t  , ^cos 1
 Л  dt

Ш(п)(0
® (t)d t+ 0 (l)--------

2 te _ n

= v|/(n)f«J'(0) + 0 (l)
m| — j vj/(n)

(18)

(16)

Отже, з (11)—(18) маємо

р „ ( І , 0 ) . ї ®  І ф М ї І І І ц *
я яф|<ц(п) г

+ і|і(п)С (0) + 0(1)у(п)ш^-і- ].

Нехай спочатку ц(п)<п і виконується умова

ш(—)1пц(п) = о (1) . 
п

(19)

(20)

Із результатів О.І.Степандя [11, с .112] випливає, що

sup
(еСЇН,,

'І '(п )
S ф

t Л sint dt
п 7t<itisn(n) u ;  і

я /2 /'2t'l 
у(п)1пц(п) f со —  sintdt

о U J

+ O(l)co] -i- j’.|'(n), §  < 0 < 1.

Тому з (19) і умови (20) маємо

I Pn(f.O) |= 4/(n)l f * (P )  I +0(1) V(n),

(21)

(22)

En{C^HM)Z^) = V(n) sup |^'(0)|+о(1)ч/(п). (23)
fsC jH ,,

Якщо модуль неперервності o (t) є опуклою функ­
цією, то згідно з теоремою 1 роботи [13]

о п / 2

sup |С(°)]= — Ja(2t)dt.
СєН„ я о

Тому із (23) маємо

п /2

(17)

Еп(Со ) = —8Йп) | ® ( 2 ^  + о(у(п)). (24)
п о

Якщо ж <а(і) — загальний модуль неперервності, 
то (див, наприклад, [14, с .5 8 ,7 4 ], [13])

оптс/2 о
вир и оч'(0)|=—  І © ( 2 ^ ,  —- < Є < 1, (25)

<3'еН„ п о 3

Згідно з лемою 1.1 роботи [11, с.43] 

JO(t) cosl - l dt = I  }® (t)dt ,

» (су  Нш, Z'r: ) = 2М д 1 Я| a(2t) dt + o(Mi(n)). (26)
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є рядом Фур’є деякої функції з Ь, яку він позначив і *  і на­
звав (\|/, (5)-похідною функції £(х). Якщо ї єС, а ї  ч' єЬ х і при

цьому Ц і  !!„< 1 , то клас таких функцій позначимо Якщо 
ж ґ '̂є Ню, то позначимо його СїН,.

Кожній функції >|/єЗП поставимо у відповідність пару 
функцій г|0;) =  т|(\4/, і) і |-і(і) = |і(і|/, 1), покладаючи [11, с. 94]

ф )  = \у~1(ц/(Ь)/2), ц(і) =

t n(v,v(/) = Tn(v) =

nvv|/(n),

r|(t)-t
і за їх допомогою з SOI виділимо три підмножини: Шс, ЙН0, 
'ДНх. До множини 9ИС віднесемо всі функції для яких
знайдуться такі сталі числа Kj і К 2 (взагалі кажучи, 
залежні від Ч'(-)). ЩО 0<К1<ц(\|/, t)<K2<oo; до множини 9910 
— функції для яких 0<n(v|/, t )  <К. Через Я)Іх
позначимо підмножину функцій ц/єЖГС, для яких ц(і|/, t) 
при t->oo монотонно зростає і не обмежена зверху.

4<(nv), v > l .

Оскільки перетворення Фур’є

î n (t) = — J Tn (v) cos(vt + ̂ -)d v  
n 0 і

(8)

функдіїтіі(у) є сумовною функцією на числовій прямій 
(див. [6], [9], [11], [12]) то, як показано в [10], відхилення 
рп(Р,х), £ є СУ, можна подати у вигляді

У випадку Хк = 1 - поведінка верхніх меж

pn(f,x) = -  J Ç ( x + — )î(t)d t.
—СО П

Крім того, у цьому випадку [11, с .52]

ß1ti
відхилень

(9)

(Ю)

£n( C ^ ,Z ^ )=  sup If -  ZJJ (f )|
{єС|Т.»

достатньо повно вивчена в роботі [6]. У випадку узагаль­
нених сум Зигмунда, побудованих за допомогою матриці

А = } = 1 -  — , в [7], [8] встановлено, що при уейН
Ч'(к)

порядок наближення такими сумами на класах С*и 
збігається з порядком найкращого наближення. У випад­
ку м/єЗИ̂  показано, що

еп(с о®>2п ) = зиР ІРп(^*)І=°(1)Ч'(п)1п(шіп(ц(п),п)).

Tn(v)= J ï n(t)cos(vt + —  )dt.

Справедлива така теорема:

Вті
Теорема. Якщо = 0 , v)/eMœ, то при п -* »

£n(C^Hw,z4') =

20 тг/2 і
— V|/(n) J(û(2t)dt + о(1)у(п), ю(—)ln(min(n,|u(n))) = о(1),
л о n
20-g -y  (n) ln(min(n, ц(п))) x 
я

я /2  2t 1
x j (o(— )sintdt +0(l)v|;(n),ffl(—)ln(min(n,n(n)))->qc 

0 n n

У роботі [9] вивчено поведінку sn (Coj00. Zÿ ) в разі En(C ,̂H{u,Z}il, ) = 0(l)v|/(n),ш(—)ln(min(n,n(n)) = 0(l) ,

виконання умов опуклості (вгору, вниз) функції ,
Ф(х)

якщо lim ^ — = С або оо та іує9И . Зокрема, за умов
Х->оо ф(х)

lim Ф(х) _
Х -> о о  (| ) (х )

М с в „о>2 п') = ~  8Іпі г  ф(п)| а х + 0 (1 )ч<(п)7Г 2 !  ̂ф(х)х

Звідси випливає, що при ф(х) = к|>(х)

8п (с з ю > К ) = -  8ІП^ Г Ч'(п)1пп + 0(1) \|/(п).

Якщо \|/(і.) = 1гг, і, 2: 1, г > 0 , то таку рівність отримано в 
роботі [4].

У даній роботі вивчається поведінка величини 

£п(С|’Ню,г ^ )  у випадку та віп-^- = 0 .

Нехай \,(у), 0 5 у < 1 , п = 1, . . .  — послідовність 
функцій таких, що

"к

де -  5 0 < 1 .
О

Д о в е д ен н я .  Як відомо [1 1 , с .7 8 ] , верхня межа 

Еп(СдНи, 2^') не зал ежить від х. Тому оцінимо відхилення 

І рДі1, х) І в точці х  = 0 . Оскільки ї п(0) = 0 , то, згідно з

ОО
[11, лема 3.1], |ї(і)гіі == 0 , Урєїі. Отже, відхилення рп(:Е, х)

можна зобразити у вигляді

pn(f,x) = -  j Ф(0,—) î n( t )d t ,
ТС V, п ( 11 )

i w ^ ± )  = f(ï4Jb

Використовуючи (7) та (11), маємо

де Ф (оД ) = Ф ф  = t * (-t)  -  Ç (0).

Pn( f ,0 ) = i  ]ф (- - )  
я „ n

l / n

V]/(n) Jnvco8vtdv + 
о

k = l , . . . ,n - l ,
VJ£k)

Г! - Ш ,  I < v < l ,

+ v|/(n) J cos vt dv + J 4'(nv) cos vt dv
l / n  l

( 12)
dt.

Надалі будемо використовувати оцінки, встанов­
лені в роботі [11 , с .1 0 6 ,1 0 8 ,1 2 0 ,1 2 1 ]:

M v ) = j  V(k) n 
0, v £ l

(6) со /  .j. N »
|Ф — j\|/(nv)cosvtdvdt : 0(1)4/01)0) ^ (13)
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Якщо (в| — |lnn-> » ,  n-к », то, враховуючи (21), з 20

(1 9 )випливає

En(C^'H(B,Z^) =

20 / чі , ч‘-уу(п)1пц(п)
ш

sintdt + 0(l)i|/(n). (27)

Якщо ш[ — |1п|.і(п) = 0 (1 ), то з (19) дістанемо

о я/2 п±
є п ( с о н <о >2 п ) ^ 0 - 5 - ¥ ( п ) 1 п ц ( п )  [  ш ( — ) s i n t d t  +

п2 о п
pû \llf V, \  ̂  ̂ f

+ r ra(2t)dt + 0(1)\|/(п)ш(—) = 0(l)v|/(n).п і  п
(28)

Нехай ц(п)>п. Із співвідношення (19) дістанемо

я  jiä|t|<n!t \ n J  t

+Ä  I 0f i W dt +
я n̂ <|tj£ji(n) vn.i t

+ і|/(п)^(0) + 0(1)і|/(п)ш| — |, (29)

із твердження 7.1 з роботи [11 ]-

I ® (i| M L id t
raS|t|<n(n) \nV ^

= 0(l)ffl| — |.

Отже,

t 1̂ sintpn(f,0) = ^ >  J ф | - | ^ с н  +
^  7C<(tj<X17Ç, *

+ Ч/(п )^ '(0) + 0(1)м/(п)ШГ і\

Якщо m — Inn = 0(1) , то з (ЗО) дістанемо

(ЗО)

ОЛ l t/2

En(C|i'Ha)jZ^) = — V|/(n) Im(2t)dt + o(l)v|/(n). (31)П Q

Якщо ra(t) — опуклий модуль неперервності, то 0 = 1.

Якщо Сі)] - і  linn -> со , т о  при п —к о

20 , 41= —  y(n)ln

6„(q'Hm,z^) = 
f 2t\n j — Jsin td t + 0(l)v|/(n). (32)

Якщо ж coj — |lnn = 0 (1 ), то з (30) маемо

я/2
Єп(С^Нт , ^ ) < — ¥ (n)lnn J - js in td t +

O f) 71 / 2  ґ  -j \

+ — v|/(n) f ffl(2t)dt + 0(l)4/(n)ffl— = 0(l)vi/(n). (33)
n о w

Таким чином, із співвідношень (24), (26), (27), (28), 
(ЗО), (32), та (33) випливають твердження теореми.

Висновок. Одержані результати є новими та ак­
туальними. Вони можуть використовуватись у набли­
жених обчисленнях при вивченні прикладних проблем 
та в числових розрахунках.
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