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ЛОКАЛЬНЫЕ МОДУЛИ НЕПРЕРЫВНОСТИ И СВОЙСТВА 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ОБЛАСТЯХ С УГЛАМИ

В.А.Бородин

1. Пусть (г ~ односвязная область, ограниченная спрямляемой 
кривой я и (г) - функция, гармоническая в (? . Гармоническим по­
линомом порядка п называется действительная часть алгебраиче­
ского многочлена степени п  , вообще говоря, о комплексными коэф­
фициентами. Задача о приближении в С~т гармонических функций 
классов Н 5 (О  ̂ Ц) гармоническими полиномами, в слу­
чае области, ограниченной аналитической кривой, решена в 1949 г, 
Уолшем, Сьюэллом, Эллиотом СвЗ . Оценка приближения на областях
с гладкой границей, а также оценка приближения потенциалов двойно­
го слоя с плотностью класса Н гармоническими полиномами в об­
ластях о углами подучена В.К.Дзядыком [4 ]  .

В настоящей работе задача о приближении гармонических функций 
гармоническими полиномами рассматривается для областей о кусочно­
гладкой границей. Точная формулировка дана в параграфе 4.

В § 2 рассматривается некоторый специальный локальный модуль 
непрерывности и исследуются свойства функции о таким модулем не­
прерывности. В § 3 теорема й.И.Привалова о сопряженных гармониче­
с к и  функциях переносится на области с углами.

2. Пусть 1(6) -21Г -периодическая непрерывная функция.
Локальным модулем непрерывности в точке 9, будем называть

величину

°->в (^М) = 5иР  1^(6) ~^(9,)1 . ( I )
1в-Ц*Ь .

О п р е д е л е н и е  I .  Будем говорить, ЧТО 1(0) е И  
если Ыд-' (У, И) «  а  сю9' (И) , где постоянная Л  ае зависит от

8, и к , а <л>в (к ) - некоторая неотрицательная функция пере­
менных <9} и /? „ ‘

4 .



§ дальнейшем будем рассматривать специальный локальний модуль 
непрерывности вида

!?)

где в* - фиксированное чиоло. Функции, принадлежащие классу 
н “*1 , удовлетворяют неравномерному условию Іипшица. Такой
класо функций с необходимостью возникает при обобщении теоремы 
й.И.Привалова о сопряженных функциях для круга на облаот* с ку­
сочно-гладкой границей.

Функцию, тригонометрически сопряженную с / (6) , будем обовиа- 
чать черев / (в )  . Следующая теорема является уточнение* теорема 
й.И.Привалова о сопряженных функциях [ I ]  .

Т е о р е м а  I .  Пусть сод (Н) имеет вид (2 ). Кол* 2п -пе­
риодическая непрерывная фуаацяяг У (в) удошівврввг уеломс 
/(в) Є И  ['°в‘ , ю  я сопряженная функция 7(6) е  Н Шв‘

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поокольку 1(8) е  Н Г 5 , то со­
пряженную функцию всюду можно представить несобственным интегра­
лом

. - т  ■ *  ■ « .)

Учитывая, что написанные ниже несобственные интегралы имеет окяжх
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В дажьнеішвм считаем, что h>0 . Случай h^O  рассыатригается 
аналогично:

т-мЦ -Xл

2h ^
г т ) ; т м - [ M f - M - V d t .і  гі̂  і

(~Zh JT

\  *
-П 2ТГ-

і ) Ц і

0доним интеграл Д, .

2b h
b U  Г r if < Г ^ ___
і-4і j  2 tg ^  u t * )т + и - в ь

-2 h  о

?dt £t] lWWW <7>
Первое порядковое нераваасїво очевидно, вюроа докажем. Зо суще­
ству необходимо доказать

пГ £_
J  t f la-h U t l*

где f  не зависит os h н а .  
Рассмотрим два случая;

! )  Пусть |a| s 2h , тогда
h h

t r  Ht
T f c l J T t r

о о
ноеквжьку \a\-thxh .

2) Пусть ja|>2h , тогда

К ' T a W ? '

h л
Г t r j [ S - I j f . .  h* „  
b W Z W t F " d t * W )

hr
h h T

( 8)

(8 ')

( 8“)

Tax как (8) доказано, то (7) верно. Интеграл Jt оцениваете̂  
аналогично интегралу 7г . Для оценки интеграла J3 заметим,



что
Я в. + Р  - /(в,) _ - /(в^И) _
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Оцеяш З3 . Учггызая

• 1 1

-ТГ 2Ь
1 М

Щ ¥ = \ Х \ + \ Х \ .  (9 )

~ИЕ
56П ^~
^ |̂У» ̂^2- « п±

оря 2 Ь < и Н л - шееи

н \ ы - г + ы А {  *  Ш Т ^ гг" 2И ' Ш Ш ' <10>
I I

Д м  оценка «ул з а м е т и , что

]% Ш М =  1 ^ Ш М ~ \ Ш 7 Г М

, -м  п ,

'-ж зЬ' ~у~2~
ТГ

в1П Л
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Поэтому
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^ * [ | Є г 0 ' І * ь ] ‘ ‘ . ( І І )

Собирая промежуточные оценки, получаем

\ 1 < 1 , 'Ы - 1 т < А щ $ £ Ы Г ' <■«

где постоянная й не зависит от в{ м И . Теорема доказана.
На локальные модули непрерывности вида (2 ) можно перенести в 

некоторые другие теоремы, доказанный для классов Липшица. Теоре- 
Мё 2 ЯВЙЯШЯ утезд?ннем теоремы Харди и Литтльвуда [ 2 І , а тео~: 
рема 3 - теоремы ПлемеляЧІривалава I 7] *

Т е о р е м а  2. Для того, чтобы функция ./(О  , регулярная 
в ІС 1-= і  была непрерывна в |С| § і м на |СІ = / удовлетворя­
ла условию

 Ґ  
( Щ - Ж М І ) '

\*ге*\ - і ( е і9,)\ < — !®_А!—  , п й , ( із )
К (е ' У| "  1\П-ПЧ4в-Ш ’ и 1 ’ *■ '

необходимо и достаточно, чтобы в |£ Н і выполнялось неравенство

[ і І - Ґ И Г т і Г  ’

где постоянная й не аавиоит от в{ и г .
Для формулировки теоремы 3 введем дополнительные понятия [  7], 

Пусть L  кусочно-гладкая линия и пусть ір (< ) удовлетворяет 
условию Н ^ 1 на части І  линии і  , то-есть

к (с )- у (с , ) і« / і і г  =/К ( |С Ч Д  ( і «

где А - постоянная, не аавииадая от С ш . , С *е  Ь
фякеаро ванная точка, С . С, е С ' .При этих условиях хорошо из­
вестно, что функция

(16)



«апреравно продолжит слева я справа на часть L ' , за шоюшче- 
шлаи, моей* быть, ее концов« Относительно граничных значений 
можно утверждать несколько больше.

Т е о р е м а .  8. Если удовлетворяет условию (15) на
С  | *о граничные значения Ф*(С), Ф (С) принадлежат на L , 

кроне» может быть, скота угодно малых окрестностей конгов Ь ’ , 
ы а с с у  Н Шс‘  «

З а м в ч а н а а  I .  Теоремы ! я 8 иыеют наем для более ва­
реного клаеаа локальных модулей« По ходу доказательства теореш I 
гадяо, что она справедлива дяя яокажьншс модулей непрерывности . 
которые.удовлетворяют условиям:

8)

н «) (И); (17)
О

в) Йсо^ш  $ а )в1(Ь) =5 Д'сое,(И)

для любого И к любых 91} в[ : I в,- в} I < В  , где 6  
произвольная постоянная; постоянные /}, /]' зависят только о* 
постоянной В .

3. Пусть (г - замкнутое множество точек комплексной плоско-̂
отн (г) , содержащее не менее двух точек, дополнение & 1 ко­
торого есть односвязная область, содержащая точку =-= , & -
множесжво внутренних точек .множества & ; г  = 4х ('* ') =

]• = г Г° *• Г ^ ^ . „  , ^ >0 , функция, регулярнее з облаег®

1 <|и/(< <=>« $ однолистно отображающая эту области на £г* |
\л/ = ф (г) - функция, обратная для г = У М , Г = Г) = Г (&) -

граница 5  ; Гя = Г к (£ ) = : |Ф(г)| = К }  , /?>1 , И
линия уровня С | ^  {"л) =р(ж-,Гк) - расстояние от точки 2 
ДО ШННЙ уровня Г* .

Пусть Wj = e ti*, 1=0,1,... - раа~
"личные ?очкн окружности | , л. = У  (м-) ; , 0 <оС/ <2/

с£ ?  1, ' у = I  - фиксированные числа; И , 0 < И <- Н =
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= _  min ( I tj -tj'-l, 2 ) ,  j  +• J  , j , j '  = i ,  . t , tlj =
= /v/:|c«ÿ£&|</i,M>^j, и  - дополнение JJU j до области lw\>4. 
Будем говорить, что G- принадлежит клаосу (à?e) 
еоли существуют две постоянные С, и Сг , 0 < С, < Сг < 
такие, что

С, | *-#1  ' * lY  М I  < £  I ij 'l J , \ » е Ц г

Ct «  j Y Ï W l  « Q  , vv e u ,
(I8 f )

r M =  Y ( ^ ) + ^ M ( i - % - f J, *e-U ;, j  t,

где ^ W  функции регулярные 2 f<|w/<-=~ , непрерывные в
точке /?■ (Wj)*0  и выбрана та ветвь функции «
которая обращается в единицу при . Точки zy будем на­
зывать ВНеШНИМИ УГЛОВЫМИ ТОЧКаЫИ О ВНеПЮИМ УТЛОМ oCj .

Пусть ж = у  ( t )  = ̂  + + т г + . . . ,  > о , функция
регулярная в jv j ^ i  , однолистно отображавдая единичный круг на

G  , так что y(0)=zoe& ; г  ~ </> (*) обратная функ­
ция, Пусть Vj = e ‘F , - ж  G J’sjt:, j = i, b=o>i, —  различные
гочки окружности |т| = i  , zj • Гг; ); f i j , О < < 2 ,

P j * { ,  j  Аг, фиксированные числа? h', 0< h ’ < h0' =

= m m  (  l^j ~ &j'\ , j  )  , J  t  j ' i  j> J =■ i , ■ • k,

U'j - {  r  '• \аъ9 rH * l T l <  ̂ ^  -дополнение (-/ y j
до облаоти | т | < jf . Будем говорить, что & -принадлежит клас- 
ау № )  (* , ,д  , , если существуют две постоянные С л
И СУ , О <С/ < Са < такие, что

Т 7 г }|  « С , '/ т -ту1А ' Г, г * Ц-  , \
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с:  * l y  ' m l « с  , г e u ' ,  ■)

V(T)-4>(Tj) +ftj(V (T- - rj ) fij , r e  U j t j  = i , ■, к,

ПО л ; (т) ~ функции регулярные Б /Tj<f , непрерывные в точке
Т'■ f l' (т  ) * О s некоторая ветвь функции

p-Tj) -ßJ . Точка * j будем называть внутрвннвмн угловыми 
•очками о внутренним углом д

Такие обиасга раосмотренн в работе H.A.Лебедева в Н.А.Широко­
ве [ 6 ] .

Класс областей, у которых вившие угловые точка и внутренние 
угловые точки совпадают, а величины углов удовлетворяют равен­
ству о(j +f>j = 2 , j  = 1,2, к= f., будем обозначать через (£)=■

= (X ) Ы  f>i, ■■■ 7 zk->ß>k) • Заметим, что в обозначении использу­
ется величина внутреннего угла. Класс («d) - содержит в себе об­
ласти, ограниченные кусочно-аналитическими кривыми, если углы в 
точках стыка отличны от 0 и 2 «

В дальнейшем потребуется сведущая лемма.
1 е м и а ! .  Пуоть & е (XА) (zt,jbu ..., **,/>*) * Пуот!

Cf = у (Ъ ) = у (е ‘6'‘ ) Н с л = f  (vi) (е1в1)  -  две точки на 
5 границе области (г . Тогда

- I С г Ы  X  К - А |  { | е г е ; М 0 г # ^ ,  w
■

где е v - ближайший образ угловой точки к точке Cf .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  см.В.К.Дзядык [ з ]  и H.A.Лебе­

дев а H.A.Широков [6 ]  .
Теорему Н.И.Привалова о. сопряженных функциях в терминах гар™ 

моавческих функций можно’ сформулировать следующим образом: Если
гармонпеокая в единичном круге функцвя u(z) е Н  |я|</,

1~ *о в сопряженная гармоническая функция v(z) eH s, |z|.< f .
'* Будем говорить, что непрерывная г области £  функция

а/(ж) е (0<s < i)  если
\и(г)-и(ж,)\ $ ^ j z - z j ^  (20)

I I



где я , лг є(У, /) не зависит от я и н, .
Т е о р е м а  4. Пусть 6  область класса (^ )(гф , ,д \

О < 1 , у 7 к . Если гармониче­
ская в области функция ^бз-;е Я а(£?,) (о<ь<-і) , то и сопряжен-
яая функция і/ ^ )  є  Н * ^  .

Д о к а з а т е л ь с  н о .  Для простоты доказательства бу­
дем предполагать» что область £  - йыеет только одну угловув
точку ж*= у  (е іЄ*) в вежчина внутреннего угла равна .
Так как и і/('гу) являются сопряженными гармониче««“
ми функциями в области б- , то и^Сг) = и  (^(^)) , л 

=\/ (у(т)) будут сопряженными гармонически« функциями 
В единичном круге. Пусть = </'.("£',) = у (е ,9‘)  И = ̂ (тл) =Ч'(е‘<?‘)-
їочки на границе, облаота & , Используя лэмму I а уедевжя тео­
ремы получаем

\ и * ( Т , ) ~  и * ( Т г ) \  = 1и ( ч > < г , ) ) ~  и ( у ( т г))1 €

[1 ^ 1  ■ <2!)

Это означает* что --периодйчеокай функция

и * (е 'в) « Н ~ \  (22)

з?Дв ^

Шв‘ (к) = ’

Из теоремы I следует, ЧТО е Я ^ '

Поэтому

к г а - и и | ,  - А - У ^  х 1Г Ы  ^ П ) Г .  ( а )

Следовательно і/(г) е Н В( & ) , 0 •* і  . Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  2. Область С , ограниченную кусочно-



азалжтической кривой, внутренние углы которой д , удовлетво­
ряет условиям С -= 2 , можно представить в виде объедине­
ния областей &е. , каждая из которых ограничена кусочве-аналв- 

„  тгческой кривой а утлы в точках стыка удовлетворяют условиям
0 *  д /  ^ і  , то-есть

От = О &е - (24)і
Пусть гармоническая функция и (ж) є Н *(& ), О<Г І ,  >,(*) -

сопряженная гармоническая функция в 6  . Очевидне» что
и & )е Н 3(&е), (= N . По теореме 4 и ( г ) е Н Щ )  ,
1 = N  • Следователъяо, і/ (г) е Ц е(6) (О*я*0-

4. Для приближения гармонических функций гармоническими поли- 
вомами применим алгебраические многочлены, построенные одноврекен- 
ю  В.К.Дзядкком [5 ] к Н.А.Лебедевым я Н. А. Широковым [б ] . Форму­
лировка результата теоремы 5 в форме гипотезы принадлежа? В.К.Дзя- 
днку.

Т е о р е м а  5. Пусть и (г). - гармоническая функция в об­
ласти ( ? е  ( £ ) ( гір ч  ■■■> г*дА)> / =4, •••,* ,
Пусть и  (г ) є Н <1( 6 ) , 0 < є < I  . Тогда для всякого м  су­
ществует гармонический полином р „ Сі) порядка не виже п  , та­
кої что

(и  (г ) - р п (*і\ < р па ( * ) ,  (25)

где ? п ( ж) - расстояние от точки г  до ( і  + тг) - линии уров- 
ы .

Д о к а з а т е л ь с т в е .  Пусть V Г2 ) - сопряженная гар- 
мзжгческан функция к и (г )  , По теореме 4 і̂ (2) є  Н а(в )  
Следовательно аналитическая * О функция К * )  =ирс)гі\/(і) 
принадлежит классу А * (& )  . По теореме В.К.Дзядыка существу­
ет алгебраический многочлен Л „ (г) стпени не выше п  , такой
что

\ ;(г )  -Л „ (* )\  < р ї  (Ж), п = {,2,..., н е б .  (26) 

Следовательно
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(27)

где p„ (z) = Re Лп(*) - гармонический поливок порядка не выше п. . 
Теорема доказала.

З а м е ч а н и е  3. Учитывая замечание 2 и теорему 5 полу­
чаем следующий результат: Пусть G - область, ограниченная ку- 
еочно-аналитической кривой, для которой углы в точках стыка удов- ; 
летворяют неравенству О* f ij -=• Z ы ( ж ) ~  гармоническая фувк- { 
для класса Н *(& ),  0<s*{  . Тожда для всякого п  существуй 
гармоничеокий полином порядка не выше п  , такой что
}и( Z) -  рп(2)\ «  (г) ,  Z є G } где jo n(z) - расстояние от І
точка г  до ( і  + гГ) линии уровня«

Автор выражает В.К.Дзядыку искренни) благодарность за поста­
новку задач и поддержку в работе.
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