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'/) р -
Пусть йункцш; ■« = # £ /  непрерывна а области Д«я

кавдого фиксированного ' ь е . ^  оудаы рассширивать фукк-
ЦЯ'л

( ‘V

I .  о ‘й У н К Ш А  С ПООв *  •‘<1 'I С И М а ^ 'Ч ^ С ! -'1П

Число а  £ Г  называется симметрическим производным чис­
лом функции /( '? ) в точке 2  ё£>  »вели найдется последо­
вательность [ Ьц} } ^  0 такая> чТО

€ ) ( ^ ) — ^ а  ( ^ - ^ оез)- 
Множество производных чисел а. назовем множеством сим­

метрической моногенности функции 4 (а ) 3 т°^*е и у~
деы обозначать через 7Тсъ (О  или 7 ? ? г  • .

Если Ш ^ } содержит единственную точку,то функция 
£ (г )  имеет симметрическую производную»

Дня множеств т ™  имеет место равенство Н.Н»Лузина:

а П

г^е т ? ( * )  «  г ? ( « ) , ° « ‘ ! ' -
Из равенстве. /  ) следует,что для непрерывной фуикпии

1 ^ )  множество ^  ^  / к а к  и множество моногенности
??2 = )  является континуумом; или точкой на С *

Если ФУНКЦИЯ 1̂ 2 ) в точке е  *  *  ^  имеет ПОЛЬШ 
дифференциал,то ^  '.при этом множество ^ ? а
является окружностью или одной точкой. /Утверждение доказлва 
ется аналогично теорема I  С 1 3 У*

Теорема 1. Пусть V , -  4 С*) -функцйя.непреривная в 
области 5С . Существует множество Е  <г- &> всюду втзро,
ча^от-ппии в Э5 такое,что при *  а В

‘  . т п ^ т  -



Доказательство. Покажем, что а точках :? е £- имеет 
21ЙСТО включение

7У1Ш с  ^  г ' і І. і  л

Предположим противное. Тогда для точек ?  - ' 1 ^множества 
М  не пеовой категории в неходовой подобласти Ю « с* ’ ->  ̂ о.. (2)

найдутся точки а ( н ) £  /7 7  в к л  (= > € <-'//3
Так как -замкнутое множество.то дяя каждого

2 -  /Ч н есется  круг К  ( г )  с рациональннми радиусом 
*1 ч центром С такой, что

Н . ( . і ) ( \ т ™ = ф  к а ( г ) й  .
При этом ,очеви дн о, можно сч и тать .что  расстояние от  £<- — 

до С ня превышает 7. . / 6  случае л ( г )  = »<1 р а с -  -
сведения аналогичны/.

Множество кругов И (а-) не.более чем счетное, обоз­
начим его через { К  і Я 5 } ... | - ,

Полагая /Ч  ̂ -  ( г  : г е Л 1 ; а ( г ) < ?  ^  } | а ( г ) - с ^  2

получим А1 ~ V
Так как Л7 -не первой категории,то для некоторо­

го і = К  соответствующее множество / Ъ  -того же клас-
в некоторой подобласти 2) с « В результате прис а
З є  А 1̂ „ будем иметь

п ( * ) е  т ? п Н ^  , ( 1 3 )

' ?
. СП.)(.а; *

Рассмотрим множества  ̂ К = ^ точек г  <£
ДЛЯ которых при имеет место нергввнство

4 (г + (і) ~
И

где С* -центр круга --радиус.
Из условие (/-Ч)  и замкнутости следует,

цт0 /Ч • ! ! М <’1' , Аналогично, как ч емтя, нахо-
4 -И "  а «Iе Г>



дим множество !К\\о , всюду плотное в некоторой подобласти
£!г. с  5 0 / .При этом ДЛЯ каждого И л ,
о .̂|Ы < По ' имеет место ( '/..£ “ ) •
Полагай г , ? н Д ,  а г = а  - />,  в силу непрерывности 

функции ^(*> для всех 2 , , а ,  6 * ) г «Р11
о  а | а , - 2 г | <; £  будем иметь:

4 (а .) -  _ с I >  | . ( /. 6 )
2-1 - 1 

Неравенство <•/.*) .очевидно, справедливо для любого
круга \ с Й г диаметра £  .Отсюда следует,что
„ м  2 6 К множество не пересекается с кру-

И Г =  ( I ^  -  ^ 1  4 I  ^  }  *Н° это пР°тиворечитРОМ I « I. ' 5 \ _ * / пюи
условию С <3 ) и неравенству | а С ? ) -  И  г Ъ

Следовательно »включение ( 1 2 )  доказано. Аналогично 
убеждаемся в справедливое™ обратного в™*™нт' ь

Сдадуя методу доказательства из П У  » 
следующий аналог первого утверждения теоремы I

Твоеема й. Пусть vv <= | й ) -непрерывное отображение 
.т X ) .обладающее постоянным симметрическим растяже-

„ ( г )  «  Ь™ |¥“ ’ (Ь)|  ;
Дл И-*й 7

и пусть & ( * > * « ,  в точках г  6 ® Ч А ,где А

плотное в области » ■  открытое
множество «5 - , в каждой компоненте которого либо функция 

4  и )  ,ли«0 ей сопряженная { ( * ) '  является м и ф и ­

ческой. ' л
Предположим далее,<№0 непрерывная функдая ® ^

ко, ода* « инйх облад&ет постоянным растяжением вида,

й  (* ) = й »  - ш  щ - ..........

области 
нием

1



где предел существует для всех еС€ и для любых функ-
ЦИЙ А )  «<• , Л* ( 1п) -»  «I (пщ  / ) - »  О J ,

Имеет место следующее утверждение.
Л е м м а  I .  Пусть V) - 4(?) -функция,однолистная в 

окрестности точки 2е е ®  .обладающая постоянным растяжени­
ем §>* (*<>) . Если обратная функция 2 = ^ (^ )  в точ­
ке уу. =  ̂Сг») имеет полный дифференциал и о  <? 777^ ($)} 
то существует производная =  о .

Доказательство. Пусть найдется число #с(9 ) ,
ф  о . ’1огд8,как известно, для некоторого сО» при 

1 ол ( ' * - * „ )  = сОс ; сО» + 5Г имеет место равенство

й •
Пусть ^ , и  ̂2 -соответственно образы лучей 

 ̂ IV : (\л/ - »V,) = и5с £ И /-> = / у'/  •* =
при отображении 2 = »

Из доказательства леммы О 2О следует, что кривые 
и г1: , в точке г ,  имеют полу касательные, образующие 
некоторую прямую.

При г- - % Ы )  е ■к1 / -Ьг имеем

Р. . г \л/ — ^Ь1 м —-----------------  — -(л КУ) ------------ .-- г --------ф оо  .
а-< г„  г  -  г *  ,

Положим: 12 -  2п| = I г ' -  яе| = IЦ | ; г  -  2в — )М е ;

г ' -  г .  -  -  / М е '" '0' где } г '  £+ г .Тогда
найдется такое,что Л 'т « /̂ =
при г ,  г ' —-■> а ,  . Учитывая,что при г  6 4* , г 'е  
спрчведчиво равенство

.Ял. !('!' - 4(*.)] = ̂  - 4М}]г? «*с
лопуптм:

‘ , ,4 _/ р. I *)-&г0 ^г.-|Ь|е1/ , ) -^ г „ )
•£ ? ,м Г в I ) '- /  ~  )Й Г



= 4 й,л І
 ̂ я г .  і

"  iti,

_  J _ _  + .
-  a 1-й  I г  K |

Так как может принимать различные значения при
, то о*с®да следует,что j? ( г в) не

существует.
Полученное щоашвсреше доказывает справеддивосїь утверж­

дения леммы 1 »
Применяй леїму І »  мояно даиазагь сараведшвоеть $таврад,е- 

ния теоремы 2 и ща» условии оуцесмоваиш f s {г )=  «»  а китах 
множества второй категорий Е  с: ^  ф

2. ОБ ОдаОМ ОБОЩЕНИЙ ЩЭЙШ - 
ПМШЙО-ТРОХИМЧШ

Следующая теорема ©бебврет teopassj вб аналитичности функ­
ции .обладающей в области свойством яаюлвэк моногенности Г О  
й результат С & ]  .

Теорема 3. Пусть / f r )  Н&уніц^» непрерывная в области 
§£) , Предположим,ЧТО ^  С 4"~ , причем

jC. '! Е • ~ Ф ПРИ ! • Если для каждого / - / , 2 ,
и ? e f ^  существует

А »  /? «  ф°°, ' (г Ч
h-о г_ 1

2У г-+(> £ fei
‘го функция / і ? )  " йвляеі-ся аналитической в области »

Доказательство„ Предволоаим,что утверждение теореми меьер 
ко, Тогда найдется совершенное тотеяъо  P c  2> га каждая 
їочкб которого функция иа ячяявтся аналм-ическг*«

Рассмотрим множества

tu ) -  ?(аЛ 
г-- ?. £*-* ici

.Ї6І,
■ІМ -4(tJ

-і.



В ;1,п [ г ;  « Е г П р ,  | чС и.

при о < |* '~ги  Л > г ’ 6 °  Р I  ■

Легко проверить равенство Р =  ^  Е 1#п . Цри в » » ,  в
силу непрерывности функции ^  -каВД°9 И3 Т Я0СТВ

Е 1 п замкнуто в Р  . Так Как множество Г  -
второй категории /в  себе /, то для некоторых £ 1« , л
множество £ / .  и» = в са д  плотно на некоторой пор­
ции Я, множества Р  . При этом.очевидао, можно счи­
с т ь ,ч т о  Р, = Р П К, ,где К . -круг, диаметр которо­
го не превышает ^  »

Учитывая непрерывность функции 4 М  .легко показать,
I- V , , /  имеет место

что при 2 г г е г » ; ^
неравенство ^ ? ^

,  п . .  ( 2 .2 )

Это означает,что множество моногенности ”« ^ г  
функции в точке г  е  Я .полученное по множеству

Р0 .принадлежит полосе

--  ̂̂  ■ "  /,в '  ^  * И° /  ’

Возьмем функцию „  < Ре^ Зп .)
При з- £ Я> имеем: УР£г ({< Ре) С о * -  / ^  • '

Отсюда следует, что функция # )  однолистна на неко­
торой порции Р.' «= Р. Р /, Ф  .-По теореме 9 С ^7
найдется область с  ^  п Р/ Ф  ^ >в которо
функция £ ( 1) окажется однолистной,

. В области £ = £ ( » « }  рассмотрим функцию <?,
„ 6),етвд. ,  / ,  т  • ч ««  »  « р* . = / -  '  >(т
ее множества моногенности / ' г *, ( у / , г^_/ _  -> ..
сито Р /  /принадлежит замкнутой области б? ~ к < 4 к г ’
где“ К* => К г ; Кн , К г -некоторые круга,граница
ко тоге* содержит точку = о •



Поэтому, применяя теорему 9 Г* ]у находим -Я  б Н  ̂
и подобласть , р =  Д <4 Р< ^  , в к о

. то^юй функция ?г («) = М  -  ^  окаяеТСЯ 0ДН0'

листной* т  „ & ' , ? ) (  ^у и А У и и п ^ д т - » . -    --• * 4̂
V\>в Р* ^/найдется подобласть д ,  <= д <=. &  такая,

В силу ограниченности множеств 
!тся подобласть

что на множестве Р =Р*П А* * 4  Функция ( ” )
удовлетворяет условию Липшица. Отсюда следует,что функция 

о М  /или а, )  У й м е «  относительный полный 
дифференциал почти всюду на множестве Р  , * . е .  на множест­
ве /% с  Р , Р .

Покажем, что функция ^  /или ^  ^ 7  J
является моногещюй почти всюду на множестве п»  . „4

Совершенно аналогично,как и в доказательстве леммы 4У ^  
можно доказать .что функция §2 и м е е т  обычный полный
дифференциал на множестве / ? о ; >п * 5 '■'» — т е  °
Множество Р 1 = Я. Я 4  почти в каждой ^ оей  точке
в качестве контингент« имеет полную плоскость*, обозначим это
множество через <5; ■ ^

Достаточно доказать,что для каждого г- при и/0 ь ц 1 
функция $1^) моногенна. Рассмотрим два возможных случая.

Д 7 1 7 *.($<) не содержит точку < = о  .'Тогда
по лемме 37 с а  функция / ,  (г) . В точке
тоже, имеет полный дифференциации, значит,ее множество моно­
генности 712 г (6 ) -окружность.

Из условий ь %  . дифференцируемо ста
функции $ 1 С” ) 0 точке м/“ и ее однолистности следу-
ёт, что контингенция множества Е ’к в точке 2. содер 
жит по крайней мере три полукасательные,не^лежащие на одной 
Прямой. Поэтому множество ^ '2  (^ 1 )  содержит три
точки,не лежащие на одной прямой.

С другой стороны, существование предела (2-1) для функ­
ции С̂ ) означает,что^ее множество моногенности

711 а (1, ; е ; )  принадлежит вертикальной прямой. По­
лученное противоречие доказывает, что (/ ,)  -одна,
точка, т .е . существует ^ 2 а )

7



В. Пусть окружность содержит точку <т'=о .
Тогда множество п. ($i) зацепляет начало координат.
Отсюда следует, что однолистное отображение $г (wj  обраща­
ет ориентацию области й i , Но это противоречит аналитич­
ности функции $ i (wj  на открытом множестве Л л  Р • 

Таким образом,мы доказали, что однолистная функция $гЫ) 
моногенна почти всюду на области .удовлетворяет усло­
вию Липшица на множестве Р  с~ A t .На основании леммы II 

L ’i l  функция должна бить аналитической всюду
в области û i  » что противоречит определению множества

Р ^  Ф •
Теорема доказана.
Заметим, что утверждение теоремы 3 будет иметь место и в

случае, если предел ( 2 .1 ) заменить следующим:
А. /  1

Jh1 J T  ПРИ г ,  и + д г  е  E l  ,

3. О НЕКОТОРЫХ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
АНАЛИТИЧНОСТИ «ГНЩШ КОМПЛЕКСНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ

Пусть 4( ъ ) -функцияунвпрерывная в обласет £> .
Введем следующие обозначения:

где Qz - [  h : о <z jti! < L J  .
Ф ункам %  (^) непрерывна а области <?£ ,

где £ 4 (* у-2ъ ) ,
Теорема'4, Пусть vv = -нзлинэйнья функция,

аналитическая а обламй .®огда для кебом  совзриениого
множества P c z ’t )  найдется игарцкя f i с  Р й £„ >а 
такие» что npa ï  f  S

/ V » )  ê  . Г з . г' )

Доказательство» Дня каздоро фиксированного ?  <т Й’ рассмот­
рю» fâtm m . }  »«наяапчяскуя в окрестности »очки ,
И Я «  %  (о ) ~

в



Через Сгг обозначим множество точек э-<=Ф ,для ко­
торых 3  1т 6 Qc такое, что V"? to) = Уа ( h)
или же 4*(*) е  2T£t (-)  » Покажем, что каждое из мно­
жеств Сэ-е ( £ >0) открыто в 50

Пусть г ,  е « Тогда 3  h* 'r такое,что
Уа  ̂Ь.) = { ' ( i c )  • Выделим окрестность J г<.С  <̂ £

точки Ь0 .которую функция отобразят на дос­
таточно малую окрестность Ve точки ^  -  /  ( ’2 *) • 

Функция /^ г )  ть conit  в силу непрерывности неко­
торую окрестность 7/с с  2) точки г 0 отобразит на 14, 

■Учитывая еще непрерывность Уг (h)  как функции
переменной г  ^при фиксированном /; )  ? V г  . из некото­
рой окрестности £/,• с  7/а находим область S 2 сг  (?£
такую,что -v .,

<4 ( £ * )  = V. . ( 3 .2  )

Из ( 3 . 2 )  следует,что V 2 -J h £ Q £ такое ,
что 1{ г ( 1<) = 4 ’( i )  ■ Это и означает, что &-£ -
открытое множество.

На основании теоремы единственности для аналитической 
функции 3  £ -  £ ( а) > о  такое,что при г  £ Р

Уг (о) 6 ^2-j .Так как множество Р  -второй
категории /в  себе /,то  3  множество £Г сг Р  , всюду 
плотное на некоторой порции Ра сг Р  ,и £0 >0 
такое , что при £ 6 Р„ У а М ё  Я 7 е. ( * )

При этом можно считать, что Р. с й  * Так как 
(г-g -открытое множество, то отсюда следует, что Е  с  £  

Значит, Е  -замкнутое и всюду плотное на Р0 множество ? 
т .е .  Е  <= Я . Теорема доказана.

Легко видеть, что утверждение теоремы 4 справедливо и для 
замкнутого множества Р<=- ®  ̂ , •,

Так как для моногенной функции г ^  = ( 1 1̂ 4 9
то условие ( 3 .i ) модно'записать в виде

№ ^ п т £ ( * ) = Ф ,  ( з . у ' )

Условие ( 3 . / ' ) с  дополнительным ограничением является 
не только необходимым» но и достаточным для аналитичности ие-

Я



линейной функции.
Теорема 5. Пусть / б 2 ) -нелинейная функция, не­

прерывная в области ^  . Предположим, что:
a/  V  замкнутого множества Р с  й  3 порция Я ^ Р  

и гс >о такие, что при i  в Рп ТЛ£(г)= ф,

б/множества '7^7г (4} (  ? € ' » )  не являются пол­
ными окружностями» Тогда функция / ( 2] аналитична в об­
ласти .

Доказательство. Покажем, что функция 4(^) аналитич­
на в любой подобласти 5&с , 2Х с : 2! . Предположим против­
ное. Тогда найдется совершенное множество Р  <=.%)„ « в
точках которого функция / f e j  не является аналитической.

Выделим порцию Ра^Р и £в > О ,для которых
имеет место условие а / « Возьмем порцию Р< ~  Ро такую, 
что ft = Р п  Не .где К? -круг радиуса £ с rn;r, {& / £с} )

Р(Ь,Ъ*>)  * £ .
Для каждого фиксированного 2  е " £  рассмотрим функ­

цию % (b )  f о < 11>1< £ « При I Ъ + к } с ?  дяя
фиксированного h имеем;

~ ^ ь ( ^ )  _£ /~ 4 ( i  + li + £ ) ~  /Сг )
< _  ~  f  i  ь*  *

/ W )  -  | б г  )  \ _  f  /  г . ,  ч
 п ;  J  -  r s i w j  /  /

_  1 ( г д ) ] l, -  [ t o > 4 - ( ы ] { {  =

| ( H l )  -

<0



и?свщ,а следует, что любое производное число ; %  /? ;
$ункпик %  [ к 1 з точке п определяется гавенотйом

^ 1 % ;  ■') = / г  и : ( 1 , 2 + 4  - х  %  ( к )
соответствующих множеств моногенности имеем символи-

ЧЧСЧУР *ОРМуЛу

^  ^ Г ,  ( % ) *  Г :  >Гг^к (4 ) -  % { Ч ! .  г г ,
Покажем, что К' Ь , о < | Ь | <* £ •; А+/,  л Р,

•- £ I ‘'"г' ,> 3’ противном случае 3 '• такое,
/1 1 , 1 П ’ /  е

ы», с щт

7Г -

Полагая 1+к= Я 1 , отсюда получим

■ Щ х
/ / ? )  -  / г ? ' ]
— ГГ7Г-------- е причем' о < I г -  г ■11 г. £■  ̂ г '  ̂ Л

Но это противоречит условия а / теоремы.
Обозначим: ^  '  = /  /, ,  ̂ г + /, € Р, )  ■

В точках А £ 4 ?£ функция Уг {Ь )  аналитична»
Учитывая еще, что О б  777^ при /г ё Я£* ,
легко доказать, что функция % ( к )  осуществляет
внутреннее отображение области . _

Возьмем множество £ | ("г+ />) .■ г  £ ; 1к1~£]_
Тан как функция ( Ь )  непрерывная на замкнутом множест­
ве /как функция двух Беременных 2 и А / ,  то

г/ м1 >о такое, что при г  + 6 •?

% ( к )  ( «  т  . ( а. ч )

Из условия ^  <%?£- /^ ) -  ^  следует, что -
не полная плоскость. Учитывая еще условие б /  теоря№( полу -  
чим, что функция ^(г) моногенна почти всюду в круге 
'обОэняш-’ч что множество чероз В  3


