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Про точні розв'язки нелінійного хвильового рівняння 

(Представлено членом-кореспопдентом НАН України В. В. Шарком) 

New extended classes of exact solutions to a nonlinear wave equation are constructed. 

У роботі розглядається рівняння 

« о о - № ) « і ) і = 0 , ( l j 

де и = и(х), X = (жо,жі), Ufj, = ди/дхц, и^ = д2и/(дхцдх„), = 0,1, F(u) — довільна 
диференційовна функція, яка широко використовується для опису нелінійних хвильових 
процесів. Його групові властивості детально вивчені методом Лі в |1]. Результати дослід-
ження умовної симетрії рівняння (1) викладені в [2], при цьому виділено всі випадки, коли 
рівняння (1) допускає оператори умовної симетрії. За допомогою цих операторів побудова-
ні анзаци, які редукують рівняння (1) до звичайних диференціальних рівнянь і знайдено 
деякі класи точних розв'язків даного рівняння. 

У даній роботі істотно розширено список відомих точних розв'язків рівняння (1). За-
пропоновано спеціальні анзаци, які дозволяють ефективно конструювати точні розв'язки 
рівняння (1). Для їх знаходження використовуються як метод умовних симетрій, так і ме-
тод прямого пошуку анзаців. Розглянуті анзаци без істотних змін можуть бути узагальнені 
на багатовимірне нелінійне хвильове рівняння. 

Виділимо такі властивості рівняння (1): 
1) рівняння 

"00 -(u-*/(fc+1>ui)i=0, кф-1, (2) 

і. і і 
заміною и и , хо —» жі, жі —» хо переводиться в рівняння 

uoo - (u*ui)i = 0; (3) 

2) рівняння 

«00 - ( е и « і ) і = о, ( 4 ) 
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заміною и 1пи, .То хі, х\ .т0 переводиться в рівняння 

Що - ( и ~ 1 щ ) і = 0 ; ( 5 ) 

3) для довільної функції F(гt) розв'язком рівняння (1) є функція 

Г(и) = Хд2Х}. (б) 

Розглянемо більш детально рівняння 

«00 - (икщ)і = 0, к ф —1. (7) 

Рівняння (7) має розв'язки з відокремленими змінними и — а[хо)Ь{х\)1^к+1\ де функції 
а = а(хо), 6 = задовольняють систему рівнянь 

а Aafc+1, 6" = А(А; + 1)Ь1/(А:+1). (8) 

Кожне з рівнянь системи (8) є рівнянням Емдена-Фаулера. У випадку А = 2(2 + к)/к2 

система (8) має розв'язок 

а = х~ 2 / к , b = x ~ 2 [ k + l ) l k , (9) 

який визначає розв'язок 

•ик = хц2х\ 

рівняння (7). Якщо А = 0, то система (8) має розв'язок 

а = х0, Ь = х і, (10) 

який визначає розв'язок 
\/{к+1) и = х 0Х{У 

рівняння (7). Розглянемо випадки, коли існують розв'язки системи (8), відмінні від розв'яз-
ків (9) і (10), а також рівняння (4) і (5). 

І. Випадок к = 1. Рівняння (7) має вигляд 

"оо - « і - и и п = 0. (11) 

Система (8) має розв'язок а — р{хо), Ь = х2 для А = 6, де р(хо) є функція Вейєрштрасса 
з інваріантами = 0, Тому розв'язком рівняння (11) є функція и = р(хо)х2. Дослід-
жуючи умовну симетрію, отримуємо такі анзаци, редуковані рівняння і точні розв'язки 
рівняння (11). 

а) Анзац 

и = ц2{хо)х\ + ц і(ж0)жі + М ж о ) (12) 

редукує рівняння (10) до системи 

Ц 2 = 6/І2, ц " = 6Ц2Ш, По = Пі + 2М2М0- (13; 
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Тому розв'язками рівняння (11) є функції: 

и = xjp(x о) + Л(ж0), 

де 

Гт(хо ± оі) , , Чч 
Л(хо) = 7 — г — е х р ^ о т Н ) , 

(Т, ц функції Вейєрштрасса, а а визначається з умови р(а) = 0; 

С 2 

и = жо 2ж? + СіЖдЖі + -^-жЦ + С2Жо 1 + С3 х20, 

де Сі, С'2, Сз, С4 — довільні сталі; 

и = 2(жі + Жо), 

якщо в (12) покласти Н2Іхо) = 0, ^і(ж0) = 2, Ноі^о) = 2жц. b) Анзац 

= /іі(Ж0)Ж| + /І0(Ж0)Ж} / 2 

редукує рівняння (11) до системи 

II а 2 и 

^ 1 = 6 / ^ , = —Ніно-

Тому розв'язками рівняння (11) є функції 
и = Жо 2Ж? + (Сіж^ /2 + С2ж0-3/2)ж1 /2, и = Х0(СіХі + Сз)1 /2 , 

де С], С2 - довільні сталі. 
c) Оператор умовної симетрії 

В д п д 
А = ж о — (- 2ж 0 —. 

ожо о х і а и 

Симетричний анзац 

и = ш{г)+ жц, г = жі + ^Жо-

Редуковане рівняння 

шо;" + (о/ )2 - сУ - 2 = 0. 

сі) Оператор умовної симетрії 

5 (Х 3 „ . ^ 5 1 /. , о п П ^ X = — + - ж 0 жі - -нх0 (и + 3/іжі - 9/Гж^) — . 
аж0 V2 2 / ожі ж0 öu 
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Симетричний анзац 

и = х^иоіг) + \[--х01хі + -ілх0^, г = ж0 хі + /хж0 , р Є М. 

Редуковане рівняння 

ии" + (а;')2 - - ^ - = 0. (15) 
4 2 8 

е) Оператор умовної симетрії 

д д д 
X = — + (-Жо - + ( 2 и х 0 1 - б ж о Ч - + 4//2ж£) — , д Є К. 

Симетричний анзац 

и = Жо^(-г) + Жц 2ж2 + 2//ЖдЖі + -г = ж0жі + 

Редуковане рівняння 

шш" + (сУ)2 - Ьпш' - 50/л2 = 0. (16) 

ґ) Анзац, наведений у п. сі, є частинним випадком більш загального анзацу 

(а'х\ + б')2 
и = а( х0)2ш{г) + •——Ц- , 2 = а(ж0)жі + Ь(х0), (17) 

а* 

де а = а(жо) є розв'язком рівняння 

а" = Ао5, (18) 

а Ь = Ь(жо) є розв'язком рівняння 

Ь" = А а4Ь. (19) 

Анзац (17) редукує рівняння (11) до рівняння 

шш" + (сУ)2 - Хгш' - 2Хш - 2А2г2 = 0. 

Крім розв'язку, наведеного в п. сі, система (18), (19) має такий розв'язок для А = ——93: 
4 

Хо 
а = р{х0 Г 1 / 2 , Ь( ж0) = І р(я)<*в, / і Є К . 

Відповідний анзац має вигляд 

и = р ( ж 0 ) ~ М г ) + р(жо)"1 
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хо 

г = р(хоГ1/2хі + 1-т1р{хо)~1'2 \ рШз, 
о 

і редукує рівняння (11) до рівняння 

З 3 9 
шш" + (сУ)2 + -53-го;' + -д3ш - -д'Іг2 = 0. 

II. Випадок к — 2. Маємо рівняння 

«00 - 2ии\ - и2иц = 0. (20) 

Система (8) для визначення функцій а — а(хо), Ь = Ь(хо) має вигляд 

= Ла3, Ь" = ( 21 ) / / а 

Якщо в системі (21) А ф 0, то можна вважати, що А = ±2. Розглянемо випадок А = 2. 
Рівняння а" = 2а рівносильне рівнянню 

(а')2 = а4 + Сп, (22) 

де Сп — стала інтегрування. Якщо Сп = —1/4, то рівняння (22) має розв'язок 

= і ) , (23) 

де сіх(хо,к) — еліптична функція Якобі, що задовольняє рівняння 

Р-У = к2(к2-1) + (2к2-1)г12 + гІ\ 
'їх а ) 

Рівняння (22) досліджувалося в [3], де встановлені такі властивості його розв'язків, 
а) Якщо є розв'язком рівняння (22), то функція 

(п+1) = („) = — ( 2 4 ) 

а Н ' Д х° йхо ' [ М ) 

теж (-' розв'язком рівняння (22), причому 

(а.то+1')2 = («(п))4 + Сп+1, сп+1 = - 4 сп. 

її) Якщо а'п ) є розв'язком рівняння (22) для Сп > 0, то функція 

~{п) = • (2Б) 
а ( п ) 

теж к розв'язком рівняння (22). 
Використовуючи властивості а і Ь, ми знаходимо нескінченні серії розв'язків рівнян-

ня (20): 

и^=хіа(п\ п = 0 . 1 , 2 , . . . , 

п ) , ч <І(М"> • п (<ч 1 11,1 
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= xrf2k+1\ k = 0 , 1 , 2 , . . . , 

де функція визначається формулою (25), а функція а ( ' і ) задовольняє рекурентне 
співвідношення 

а ( п ) = ^£0 
(п-1) 

а ( п - х ) ' 

Відзначимо також, що анзац 

и = /іі(.г'о)жі + ^о(^о) 

редукує рівняння (20) до системи 

//" = 2/і?, /Jq = 

а тому розв'язком рівняння (20) є функція и — х ^ х і + Сх$, С — довільна стала. 
III. Випадок к = — 1. Маємо рівняння 

моо + i t - 2 « ? - и - 1 г щ = о. ( 2 6 ) 

Анзац 

и = Lj(X())d(X{) 

редукує рівняння (26) до рівняння 

цАЛ3 + w V 2 - <М") = 0, 

а тому 

d'2 - dd" = Ad3, (27) 

u;" + A = 0, A - стала. (28) 

Якщо A = 0, то отримуємо такий розв'язок рівняння (26): 

и = C 2 e C l X 1 ( С 3 х 0 + С 4 ) , 

де Сі, Сг, Сз, С4 — довільні сталі. 
Якщо А ф 0, то можна вважати А = 1. Інтегруючи систему (27), (28), знаходимо такий 

розв'язок рівняння (26): 

и = {х20 + бгх о + бо) \р{хі ) " § • ) » (29) 

де р(.х'і) є функцією Вейєрштрасса з інваріантами 52 = С 2 /12, <73 = —Cf/216, Сі, £і, бо 
довільні сталі. Частинними випадками сімейства (29) є розв'язки 

и = 4(:с2 + (5і.Хо + бо) c.os~2 х1, якщо Сі = - 4 ; 
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