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ПРО НАЛЕЖНІСТЬ ЦІЛИХ ФУНКЦІЙ 
ДО УЗАГАЛЬНЕНОГО КЛАСУ ЗБІЖНОСТІ 
In terms of ihe Taylor coefficients and zeros distribution, we describe a class of entire functions / 

гу(\пМЛґ)) 
determined by the convergence of the integral —~—dr, where Y is a slowly increasing 

'r, r 
function. 

У термінах тейлорових коефіцієнтів і розподілу нулів описано клас цілих функцій / , означе-
r у (In M Ar)) j 

ний збіжністю інтеграла —: аг, це у—повільно зростаюча функція. 
*ІЬ гр 

1. Вступ. Нехай для цілої функції 

/(2) г ( z = r e » ) > Oq=1 , (1) 
л=0 

з нулями zk 

Г, , , , 1 ІЛІпМЛг) 
я / ( г ) = Х і , МЛг) = шах{ /(г) : 2 = r } , р = lim f 

> ^ J in г 

— порядок функції /, а т = lim (ïnAf Дг) ) (г р )~ 1 — її тип. Зв'язок між зро-
станням Mj-(r) і rif(r) та спаданням коефіцієнтів ап в термінах порядку і 
типу добре відомий (див., наприклад, [1]). У випадку, коли т = 0, Ж. Валірон 

т-ІпМ,(г) 

[2] увів клас збіжності, який визначається умовою Ĵ  — ^ — d r < +°о, і пока-

зав, що якщо функція (1) належить до класу збіжності, то 

Х ' к Г < + ~ і Х к Г р < + ~ . 

Я К Щ О \a,JanJti\/ +<», то умова |р/" < є достатньою [3] для на-
лежності / до класу збіжності, а якщо р — неціле число, то і умова 

Xfc-i\zk Г Р < є достатньою [4] для належності / до класу збіжності (за-
уважимо, що при нецілому р за теоремою Адамара про зображення цілої 
функції задача зводиться до питання належності до класу збіжності каноніч-
них добутків). 

У випадку, коли р = + <*>, для характеристики зростання цілих функцій вво-
дять інші шкали зростання (наприклад, логарифмічні порядки, ^-логарифміч-
ні порядки, узагальнені порядки) і в їх термінах встановлюють зв'язок між зро-
станням Mf(r), поводженням коефіцієнтів ап і розподілом нулів Zj,. 

Нехай L — клас неперервних додатних зростаючих до +«> на [д'0,+°о) 
функцій, а і 0 - к л а с функцій a & L таких, що а( (1 + 0(1))*) = (і + о(1))а(х), 

-fco. Узагальненим порядком цілої функції (1) називається [5] величина 
— aim M Аг)) 

Рай - lim — - — - , де a&L і 6 e L . За певних умов на а і р 
ß(lnr) 

M. M. Шеремета [5] вказав формули для знаходження paß через коефіцієнти 
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ап , а С. К. Балашов [6] побудував канонічні добутки заданого узагальненого 
порядку. 

А. А. Гольдберг [7], Й. Віпклер [8] і В. Бергвайлер [9] за даною послідовніс-
тю (zk) будували цілі функції з пулями в zk, які б мали мінімальне зро-
стання. Найзагальиіший результат отримано в [9], де показано, що якщо послі-
довність (г*) задовольняє умови ^1іт|гл{=+<» і 0 < jiin до-

< dt датпа неспадиа па фупкція ф — умову <+оо, то існує ціла 
J'o ф{г)/1іи 

функція / з пулями zk така, що Іп1пЛ/у(г) = о((1п2я(г)) ф(1пн(г))) прн 
г —> +00 зовні деякої МНОЖИНИ 3 [І+оо) скінченної логарифмічної міри. 

Ми будемо вивчати можливість побудови канонічних добутків заданого 
узагальненого порядку рар з які крім цього належали б до відповід-
ного узагальненого класу збіжності. 

— a (In АГ, (г)) Отже, нехай / — ц і л а функція, a a e L . Величину ра = lim -Іпг 
назвемо узагальненим а -порядком. Природно, що тоді величину т а = 

— ехр {а(1пМ„(г))} . . , 
= lim — — — ~ — - — — слід назвати узагальненим а -типом і говорити, що / 

f P« 

належить до узагальненого а-класу збіжності, якщо 

ехр (а(1пМ^{г))} J pTl d r < + 0 0 ' Р ~ Ра- (2) 
'о Г 

2. Опис а-класу збіжності в термінах коефіцієнтів. Будемо розглядати 
загальніший об'єкт — цілі (абсолютно збіжні-в С ) ряди Діріхле 

F(s) = aQ + ] Г а „ е х р ( Л д ) , j = а + it, (3) 

де (X„) — зростаюча до +<*> послідовність додатних чисел. Покладемо 
M{c,F) = sup [\F(<j + /<){:1 e E ) і зауважимо, що якщо в (1) виконаємо заміну 
z =ел , то отримаємо ряд (3) з Хп = л, причому M{<J,F) = Mf(e°). Тому для 
рядів Діріхле а-клас збіжності означимо умовою 

en 

{ е"раехр {a(lnW(a,F))}f/a < + 0 0 . (4) 
о« 

Зауважимо також, що в [10] введено узагальнений aß-клас збіжності, який 
. . r a ( l n M ( a / ) ) , 

означаьться збіжністю інтеграла J^ ^ •—шт, і при певних умовах на 

функції a g L та ß e L отримано необхідну і достатню умови па коефіцієнт І 
показники ряду (3) для належності цього ряду до aß-класу збіжності. Оскіль-
ки на функцію ß в {10] накладено умову ß e L 0 , а функція ß(a) = t'pn т о 
умову не задовольняє, то з [10] не вдається отримати опис a-класу збіжності, 
який озікічається умовою (4). Проте справедлива така теорема. 

Теорема 1. Нехай неперервно диференційовна функція a eL така, що 
a'(*)-ïln-ï = 0(1), X -» +«>, і функція а\х)еа{х) незростаюча на [,v0>+«>), 
Припустимо, що In« = 0(ХГ1), п —> «>. Тоді для того щоб цілий ряд Діріхле 
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(3) належав до а -масу збіжності, необхідно, а у випадку, коли Хл(^) = 

= I n і досить, щоб 
К,і ~ 

£ ( е х р { а ( Х п ) } - е х р { а ( ^ _ і ) } ) к « І р А я < + (5) 

Доведення. Нехай p(a,,F) = max {|a„ |cxp (aX„): n > 0 } — максимальний 
член, a v(a,F) = max {» : ian|exp(GA„) = |i(ö.F)} — центральний індекс ряду 
(3). За нерівністю Коші ii(c,F) < M (a,F), а оскільки Іпл = 0 (Х„) , п-><*>, 
то [11, с. 22] існує стала h > 0 така, що M (a.F) £ р (с + h,F). Тому (4) вико-
вується тоді .і тільки тоді, коли 

M 

J e _ p o e x p { a O a { i ( a , F ) ) } J a < + « . (6) 
«о 

Далі, використовуючи рівність [11, с, 17] 
а 

Іпц(а„Р) = Іпр(С),/7) + J x ^ ^ d v , а > 0, (7) 
о 

маємо lnjj.(a,F) <, aX v ( a ; - ) н-ІпцСО,/7), звідки 

ехр {а(1пМ(а,/ г))} < ехр {а(схр {1пст + ]пХ у ( 0 ^)+о(1)}) } < 

< e x p { a ( e x p { 3 m a x { l n c , l n X v ( a f ) } } ) } < /і^ехр{а(єхр{тах{іпст,InX.V{(T^}})}• < 

£ £ т а х { е х р { а ( а ) } , exp{a(X v ( o F ) 1 ) } } < /іГ(ехр{а(а) }+exp{a(X v ( 0 < n ) } ) , (8) 

де К = &onst, бо завдяки умові a ' ( .v)* l n * =0(1) , х —> +<*>,» для деякого 

ехр{а(> 3*)} = е х р { а ' ( ^ ) ^ 2 д : } < e x p { a ' ( c ç ) ^ 2 U = 0{ 1), л" + <~. 
ехр(а(е*) } 

З умови а'СО* Іпдс = 0(1), * +<*>, також випливає а(л') = О (In liur), * - > + <*>, 

Тому І е " р о е х р { а ( а ) } ( / а < + 0 0 , і якщо 

J «Г*50 ехр { a ( X v ( c f j )} do < + - , (9) 
Od 

то завдяки (8) виконується нерівність (б). З нерівності (7 ) також маємо 
ln{j.(a,F) > для всіх досить великих о. Тому з (б) випливає (9). Отже, 
для того щоб виконувалось співвідношення (б) (тобто функція F належала до 
a-класу збіжності), необхідно і досигь, щоб виконувалось спіітішіошення (9). 

Нехай яЦ — коефіцієнт мажорнії ш Ньютона F^s ряду Діріхле (3), а х?> = 

= —"" . Відомо, що X« S +00> /і —> °°, ряд (3) і його мажоранта Ныо-

тона мають однакові максимальні члени р.(С) = Ц(а,Г) = ^ та цент-

ральні індекси v(a) = v(a,F) = v(cr.FMN) і для всіх п. Оскільки 

a 0 = a® = І, то Xo - також, що якщо xü-i < Х ^ т о Д л л в с і х 

A! a j 

e [xü- i .x«) справедливі рівності v(a) = п і ц(а) = д„ехр(аХя) . Тому 
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J *-P«exp{cc(Xv(0̂ )}Ja = X exp{a(U} J = 
xU 

PfI=nQ 

1 = " S (exP{a(^)}-exp{a(X„_1)})exp{-px^t} + const 
P«=i 

і (9), а отже, і (6) викопуються тоді і тільки тоді, коші 

«о 

X(exp{a(Xe)}-exp{a(^,)})exp{-px!Li} < + (Ю) 

Оскільки l n a ü = ^0 = 0, TO 

,0л* , , я,о л* 
J _ , 1 _ Xoh+-+Xn-iK Л* _ Л , 
Л і п о ~ і» , , 1* ' кп - Л „ - Л я (И) 

Звідси випливає, що < X® j і 
К an 

X (схр{a(X„)} -exp{a(X„_,)})exp{-< 
- n= I 

^ ^ ( e x p l a W J - e x p f a C X ^ O D e x p l - p — l n - - = 
n=i I Kn an ) 

= S (exp { a ( k n ) } - exp {a(Kn_i)} ) ( а ° п У^. (12) 
л=1 

З іншого біжу, в [12] доведено, що якщо р > 1, q = р/(р-1), /—додатна на 

(А,В) функція така, що функція fl/p опукла на (А,В), - <» < А < 5 £ + <», 

Ю — послідовність додатних чисел, ( а „ ) — послідовність чисел із (Л,5) , 
у* ^ ^ у* ^ 

Ап = - 1 - ] — — f—-, а послідовпість (jU.„) додатна і иезростаюча, то Я,+... + *.„ 
ї Тому якщо покладемо f{x) = e~?x, 

et - V ° а - 1 In 1 1 ; .1 - ^ p { a ( ^ ) } - e x p { a q „ _ i ) } = In-Q, = 1 - , п> 
кп ап 

> 1, то функція / 1/2(А-) опукла, з незростання функції а(х)еаМ випливає 
незростанн я послідовності (д„) і завдяки (11) маємо 

. î ( c x p { a ( ^ ) } - e x p { а ( Х в _ , ) } ) ( < і ї У л - < 
п= І 

< 4 X (схр (а(Х л ) } - exp {a(X„_ t ) } )exp { - p x t i } • ( 13) 
я* I 

З (12) і ( ІЗ) випливає, що (10), а отже, і (6) виконуються тоді і тільки тоді, коли 
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І ( е х р { с с ( Х я ) } - е л р { а < + (H) 

Оскільки для кожного ряду Діріхле (3) і j a n [ = û j , якщо % п / 
п то теорему 1 доведено. 

Наслідок 1. Нехай неперервно диференцШовна функція а є £ така, що 
а'(дОх'п * = X + «>, а функція а'(л)е? незростаюча на [,г0, + і 

а'(л:-1)еа(х_,) = С^а'С*)*0^). Тоді для того щоб ціла функція (1) 
належала до а -класу збіжності (тобто виконувалось співвідношення (2)), не-
обхідно, а у випадку, коли | / +<», і досить, щоб 

Ха'(п)ехр{а(»)}|а„|р /" < + (15) 

Справді, якщо в (1) виконаємо заміну і ~ е\ то отримаємо ряд (3) з Хп - п, 

M(<y,F) = Mf(ea) і, оскільки 

ea^-ealn'l) = a ( Ç > e ( 4 n-l<^n< п, 
а 

а(п)еа{п) < a ' ( Ç > a ( U = 0(а'(п)е*п)\ п -> - , 

то умова (5) рівносильна умові (15). . 

Наслідок 2. Нехай a є L зддсчю/іьллє умови наслідку 1. Тоді якщо ціла 
функція (1) науіежить до a -юіасу збіжності, то 

£ t t ' ( * ) e x p { a ( f c ) } < + о о > ( 1 6 ) 

Справді, нехай rk = |, а N(r)= \^n{t)/tdt —• иеванліннівська лічильна 

функція нулів. За нерівністю Йєнсена N(r) < hi Mj(г). Тому з (2) маемо 

J e x p f a № r ) ) } d r < + o e , - ( 1 7 ) 

го Г 

Неважко показати (і це добре відомо), що N(r) = 1л -f-/ilnr для 

rn<r< rn+l. З іншого боку, ряд Діріхле F*(s) = ^ ^ ( П ^ ! ^ ) " 1 ) ^ " ' з а в Д Я К І Ї 

монотонному прямуванню rk до +« . , є цілим, а ln{i(a,F*) = + / 1 ° 

при inr?1 < (j<lnr, I+i. Тому N(r) = lnp(lnr,F*) і співвідношенпя (17) викону-

ється тоді і тільки тоді, колп I e - | Wcxp { a ( l n p ( a ( f * ) ) } ^ a < + Останнє 

співвідношення виконується тоді і тільки тоді, коли виконується (10), де тепер 

Хл-1 = І п П Г І ^ Г ' - І п П ^ і ^ ) " 1 ~ ! п / " ' 3 ( 1 0 ) ' л к при доведенні наслідку 1, 
отримуємо (16). 

3. Належність канонічних добутків до a-класу збіжності. Нехай [zn) 
— довільна занумерована в порядку неспадаиня модулів послідовність відмін-
них від 0 комплексних чисел з єдиною точкою скупчення в а (рп) — така 

ПОСЛІДОВНІСТЬ ЦІЛИХ НеВІд'єМШІХ чисел, ЩО Х„ = і і г / 2 « |Я"+1 < + 0 0 Д Л Я КОЖНОГО 
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і є С . Тоді [1, с. 16] канонічний добуток рп). Де E(z,.p) — пер-
винний множник Вейєрштрасса, абсолютно і рівномірно збіжний па кожному 
комнакті з С і, отже, зображає цілу функцію. Неважко показати, що якщо 

рп = [Inя], то XI- J 2 / 2 «! ' ' ' ' * 1 < + 00 для кожного zeC і будь-якої прямую-
чої до послідовності (z„). 

Теорема 2. Нехай неперервно диферепційовна функція а є L така, що 
а\х)х lnxlnln* - 0(1), х +«•, а функція а\х)еа(-х) незростаюча на 

{л0,+°°) і а(х-ї)еа<х~1) = 0(а\х)еа^), х +«>. Тоді якщо послідовність 
(z„) задовольняє умову (16), то цыа функція 

Я(Г) П £ ( 2 / 2 ч 4 і п л ] ) (18) 
71=1 

належить до ос -класу збіжності, 
|гІя+1 Доведення. Оскільки [1,с. 21) ln|£(z,p)| <, Зе(2 + то 

l + |z| 

\Шк {г) < 0(1пг)+ £ Зе(2 + S 

Тут і далі Kj — додатні сталі. Нехай К2 > К\. Тоді 
InМк(г) < — ^ - ^ ( 1 п г + /С2,ФХ 

де р.(ст,Ф) = шах {(eCT/|zn|)lnn+1: л > 1} —максимальний чден ряду Діріхле 
« / \Іпи+І 

= S [ j 7 ] J ЄХр{5(1ПЛ + 1)}. 

Оскільки ea/|z„!<l, якщо ea<\zn\, то |г^стФ)[<еа, тобто у(а,Ф)<л(е°), 
де л(0—лічильна функція послідовності (jz„|). Тому (див. (7)) 

о <т 
1п|і(сг,Ф) £ 1пЦ(0,Ф) + |(ІПУ(/,Ф)+1)Л < 1пц(0,Ф) + J(ln«(e')+l)rfr 

1nWK(r) < І (Іпл(в') + 1 )А[ * Ii 
2~ 

, -, 1 Чг 

= N \ r ) = j ^ d x , q £= е*'2. (19) 

Оскільки 

a'(.v).vln.tln!n.v = 0(1), X ->+«>, то ехр{а(ехр{с3*})} < ехр{а(ехр{е ж } ) } . 

Очевидно також, що N*(r) < ]nn(qr)\nr. Тому з (19) маємо 

ехр{а(1пЛ/к(г))} < exp{a(exp{/sC4lnn(^r)lnr})} = 

= exp {а(ехр {exp {іпіпл(qr) + Inlnr + lnÄT4}})} < 
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< exp{ct(exp{exp {3max{lnliwi(<7r)> Mnr Л Ml ± 

< £5ехр{а(ехр{ехр {max{InIn«(<?r), lnlnr}}})} = 

= ^5max{exp{a(exp{exp {lnln«(çr)}})}, exp{a(exp{exp {lnlnr}})}} < 

< K5{exp{a(n(qr))} +exp{a(r)}), 

тобто 

I 
ехр(а(1пмп(г))}^ ^ K 

•.p+1 
Vb 

exp {a(n(qr))} dr | J exp{a(r)} 
rP*i rp+1 dr 

й Kf 

Vo 

exp{a(/i(r))} 
R P+I 

dr + J exp{a(r)} 
„p+i dr (20) 

З умови а'(х)л:1пл:1п1пд: =• 0(1), x +o°, випливає також, що Ct(x) = 

= O(lnlnln.ï), Тому j < Далі, як при доведешіі те-

ореми 1. з (16) отримуємо 

J exp{a(/.(r»} J ; ^ £ у exp{a(/t(r))}^ я 

= X e x p i a O , ) } ' ! " ^ « ~ % 
схр {а(л)} - ехр {а(л -1) } 

+ К А < + -
Ч=ЧО Рп~ "о 

Тому з (20) випливає належність канонічного добутку до a-класу збіжності.^ 
Теорему 2 доведено. 

З теореми 2 і наслідку 2 випливає такий наслідок. 
Наслідок 3. Якщо функція a є L задовольняє умови теореми 2. то для 

того щоб канонічшш добуток (18) належав до a -масу збіжності, необхідно і 
досить, щоб послідовність (zn) задовольняуіа умову (16). 

4. Зауваження І доповнення. Умова а'(лг)*1п*1пІп* = 0(1). -»+<*>, в 
теоремі 2 і наслідку виникла внаслідок застосованого методу. Цю умову не за-
довольняє, наприклад, функція a(.ï) = Inlnx. Проте і для функції а(х) = Іпіпл-

висновки теореми 2 і наслідку 3 є справедливими. 
Справді, в цьому випадку 

J exp {a (ЫМ к(r))} ^ = j t a b g ^ , K ; ^ d r в 

= Кй 
N\r) + J 

Il r0 

[mi (г) 
dr 

бо умова (16) тепер запишеться у вигляді 

Отже, справедливим є таке твердження. 

р+1 

""In >l(r) 

< 

dr 

Твердження 1. Для того щоб [ < +=», необхідно і досить, Jr0 гР+і 
Щоб 
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Зауважимо, що умову a'( .r) .rlnxlnlnj: = 0(1) , в теоремі 2 можна 
замінити цевиою умовою на п(г). Наприклад, вірним є таке тверджешія. 

Твердження 2. Нехай неперервно дифереіщійовна функція а є L така, що 

a't*).tln.ï = 0(1), *-»+«*>, а функція 0.\х)еа[х) незроапаюча на [,го>+«0 і 

а.\х~1)еа(-х~1)-0(о.'(х)еС1^), Тоді якщо послідовність (::„) задо-
вольняє умову (16) і 

j i S Ä A s 0 (1пл(г) ) , г ^ + о о , (21) 

і 1 

то ці/іа функція (18) належить до а -класу збіжності. 
Справді, якщо виконується умова (21), т о з (19) отримуємо нерівність 

1пМя(г) < exp{Af4N»} < ехр{ЛГ7й(/-)}, 

звідки, як звичайно, отримуємо (2). 
Умова (21) виконується, наприклад, якщо l n « ( r ) ~ rl(r). г +<», де додатпа 

rl'tr) 
неперервно дифереиційовна фуіпсція / така, що ä Л > - 1 для всіх r > г 0 . 
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