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УДК 5179; 519.3

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ РІВНЯННЯ ПУАССОНА 
З НЕЛОКАЛЬНИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

В. О. Капустин

Нац. техн. ун-т України ”КП1”
Україна, 03056, Київ, просп. Перемоги, 37 
e-mail: kapustyanv@ukr.net

О. А. Капустин

Київ. нац. ун-т ім. Т. Шевченка 
Україна, 03680, просп. Акад. Глушкова, 4д 
e-mail: olena.kap@gmail.com

О. К. Мазур

Нац. ун-т харчових технологій
Україна, 01601, Київ 33, вул. Володимирська, 68

We prove that an optim al control problem  fo r  a Poisson equation with nonlocal boundary-value conditi
ons in a circular sector has a classical solution in the class o f  distributed controls.

Доказана разреш им ост ь в классическом смысле задачи опт им ального управления  в  классе рас
пределенны х управлений  д ля  уравнения Пуассона с нелокальны м и краевы ми условиям и  в круго
вом секторе.

Вступ. Теорія лінійно-квадратичних задач оптимального керування розподіленими систе
мами є добре розвиненою [1, 2]. У багатьох випадках початкову задачу можна розще
пити за допомогою методу Фур’є [3-5]. Задача керування еліптичним рівнянням з нело- 
кальними крайовими умовами в круговому секторі [6], що розглядається у цій статті, не 
допускає ні повного розщеплення, ні застосування L2-теорії. Її розв’язність у класі роз
поділених керувань вдається одержати шляхом використання біортонормованих систем 
функцій [7] та при подальшому аналізі розв’язків матричних рівнянь Фредгольма.

Постановка задачі. В круговому секторі Q ~  {(г,0)|г Є (0,1) ,в є  (0,7г)} розгляда
ється задача оптимального керування

(г, в) Є Q,

у(1 , в )= р(в ) ,  р( 0) = 0,
(1)

у(г,0 ) = 0 , г €  (0,1),
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і

J(y,u) = \\y(a)\\2D + J  \\u(r)\\2Ddr ->• inf, (2)
o

дер € C'1([0,7г]) — задана функція, а є (0,1) — фіксоване число, |j • ||д — норма в І 2(0, тг), 
еквівалентна стандартній, що задається рівністю

/  оо \  1 /2

де п > 1, vn = [  у(в)фп(9)сІв, троїв) = ф2пів) = -4  (тг -  в ) ш \ 2пв, Ф2г.-і{в) = 
J о К1 7г

4
=  —~ cos 2п в . 

тг
Метою роботи є встановлення класичної розв’язності задачі (1), (2), тобто знаходжен

ня оптимального серед допустимих процесів {и, у} є  C(Q) х (C(Q) П C2(Q)). Для засто
сування спектрального методу використовуються біортонормовані і повні в Ь2{0, тг) сис
теми функцій Самарського -  Іонкіна [7]

Ф =  bPnS^Lx та Ф = {v?o( )̂ =  в, ¥>2п(0) = Sin2n0, V?2n-l(0) = 0008 2710}^. (3)

Тоді для будь-якого u € L 2(Q)

ОО

«(т\0) = ^  u„(r)</>„(0), (4)
п ~  0

де ип{г) = / и(г, в)фп{в) (ів. Отже, розв’язок задачі (1) будемо шукати у вигляді 
Jo

ОО

у(г, 0) =  уо(г)0 + ІУ2п-і{г)в cos 2n# + У2п(г) sin 2ntf), (5)
71=1

де функції {yfc(̂ )}fcLo є розв’язками системи звичайних диференціальних рівнянь

^  ( Г =  Ггіо(г)' Уо(1) =  Ро’ ( 6 )  

{ 2 к ) 2у 2к- і  =  г 2 и 2к - і ї г ) ,  У 2 /с - і(1 )  =  P 2fe - 1 . ( 7 )

k ) 2?/2fc ~ А к у 2к- 1 =  r 2 U2k i r ) ,  У 2 к (1 )  =  P 2fc, ( 8 )

d (  dV2k - Л
dr \  dr J

(( dV2 Л
dr \, гі г У

ТГ

Рк

7Г

J  Р(в) Фк(в) dû.
о
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352 В. О. КАПУСТЯН, О. А. КЛПУСТЯН, О. К. М АЗУР

Таким чином, початкова задача (1), (2) зводиться до наступної: на допустимих парах 
{ип{г), Уп(^)}^о задачі (6)-(8) мінімізувати критерій якості

\  оо

= Уо(а ) +  /  и 20{г)(]г + ^2 (У 2к- і (а ) +У2к(<*) +
“ 1__т
о

1

+ (и 2к - Л г ) + u l k(r)) dr) =  Jo +  J k■ (9)
0

При цьому оптимальний процес {ün(r),ÿn(r)}%L0 повинен бути таким, щоб формула (4) 
визначала функцію з C(Q), а формула (5) — функцію з C(Q) П C2 (Q).

Основні результати. Структура задачі (6) -  (9) дозволяє редукувати її до послідовності 
наступних задач:

на розв’язках (6) мінімізувати функціонал Jo =  Jq(uq), (10)

на розв’язках (7), (8) мінімізувати функціонал Jfc = Jfc(n2fe_i, U2A;), к > 1. (11)

При фіксованих {uk(r)}£i0 С С([0.1]) розв’язки задачі (6)-(8) мають вигляд

Уо(г) =  PO -  J  І ^ I Çuo{Ç)dÇ І ds = р0 +  J  G0{r, s )u0(s) ds,  (12)

де

G0(r,s)
a ln r ,  s Є [0,г], 

s 1ns, s  Є [r, 1],

І

У2к- і ( г )  -  Р2к - і г 2к+ ^  J s G k(r ,s )u2k - i ( s ) d s ,  (13)

Gk(r,s)

о

s2k(r2k — r~2k), s Є [0, r], 

r 2k{s2k -  s~2k), s є  [r, 1],

) ds+У2к(г) = P2k r 2k +  p2k—l r 2kt \ n r  + ~  J  S  Gk {r, s )u2k(s) I
0

1

+ Ik  f  s Gk(r,s}u2k-i(s)ds,  (14)

ISSN 1562-3076. Нелінійні коливання, 2013, т. 16, N -3
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<5к(г,в) =  р 1 Ск(г,р)Ск{р,8)<ір =
о

Лема 1. Для будь-якого к > 0 формули (12) -  (14) визначають розв’язки

ук Є С([0,1])ПС2(0,1)

задачі (6) -  (8).
Доведення. Оскільки ук — розв’язки задачі (6)-(8), то достатньо показати, що ук є 

Є С([0,1]) Ук > 0. Позначимо ГІ =  [0,1] х [0,1]. Тоді (?о Є С'(П), тахп  |(?о(г, «)| =  е~ \ 
отже, уо Є С([0,1]).

Для А; > 1 Є к Є С(П \  {0,0}) тахп  \Ск(г, в)| < 1, отже, У2к-\ Є С( [0,1]). Оскільки 
х*4пх Є С([0.1]), тах^еіод] |яМпх| =  е_1 к~1, то для б к Є С(П \  {0,0}) маємо

отже, -у2к Є С([0,1]).
Лему доведено.
Теорема 1. Задачі (10), (11) мають єдиний розв’язок причому йк Є С([0,1])

для будь-якого к > 0.

Доведення. З формул (12)-(14) випливає, що функціонали 70 : Ь2(0,1) *-> К. .1к : 
Ь2(0 ,1) х £ 2(0, 1) і-> К є строго опуклими, неперервними і коерцитивними. Це, згідно з 
[1], означає, що задачі (10), (11) мають єдиний розв’язок у просторах Ь2(0,1) та Ь2(0 . 1) х 
х і 2(0 ,1) відповідно.

Прирівнюючи до нуля похідні Фреше ВІД . /о ,  J k , одержуємо наступні інтегральні рів
няння Фредгольма:

і
^о(«) =  - 1  Со(а,з)Со(а,р)ио(р)(1р -р о С о (а ,  в), 

о

і

(15)

о

(16)

ISSN 1562-3076. Нелінійні коливання, 2013, т. 16, N °З



354 В. О. КАПУСТИН, О. Л. КАПУСТИН, О. К. М А ЗУ Р

1 1  Г
и2к(з) =  ~2 Щ )2 у  № С к(а,в)рСк(а<р)и2к-і(р) + ^ С к( а ^ ) р С к(а,р)и2к{р)\с1р -  

о

-  (Р2кОі2к + Р2к - і а 2к 1 п а О* (а, в). (17)

1

Оскільки тах(р5)ЄП |Со(а.р)Со(а,&)| < е 2 < 1. то рівняння (15) має єдиний розв’язок 
йо Є С([0,1]).

Розглянемо матрицю Л^(р, я) і вектор-функцію /к(в) вигляду

Лк(р,в) =

/*(«) =

Й С ^ (а , 5 ) р ( ? і( а ,р )  +  5 б *  (а , ф С ^ а . р )  2в С ^ а ,  8 )р О к ( а ,р )  

2в С /с(а, 8 )р О к ( а , р) *• С й (а , з ) р О к {а , р)

/  - р 2ка 2к- ^ 8 С к { а ^ )  -  (^р2к0‘2к +  Р2к-і°‘2к Іпа^  ^

^ -  (Р2л:а 2,с +  Р2к - іа2к 1п а) в (?*(«, в) у

Тоді з рівнянь (16), (17) маємо, що вектор ^ (з )  = ^ и^  ^ задовольняє рівняння

і
1 1 / '

**(«) =  ~ 2  7щ 2 ]  Ак(р,фк{р)(ір + /ків). (18)
о

На підставі оцінок з леми 1 маємо

а 2*"1
т а х ||Л к(р,в)|| < 4, т а х  ||Д(в)|| < г— (|р2&І + \Р2к-і\)-

^  вЄ[0,1] £ К

Тоді для будь-якого к > 1 рівняння (18) має єдиний розв’язок 5к(з) — ̂  *й*іь(я)̂  )  €

Є С([0,1]), і при цьому для будь-якого г Є [0,1]

2Д._і 2&~1
!*2А:-і(^)і <  — ~  (Ь зк -ІІ  +  \Р2к\), \й2к(г)\ < ^ — ( \ Р ^ - і \  + \Р2к\)- (19)

Теорему доведено.
З оцінок (19) випливає, що ряд Х ^ о  йп(г)<рп(0) збігається рівномірно на <5 і за фор

мулою (4) визначає функцію й(г, в) є  С(<§).

Теорема 2. Ряд

ОО
У о ( г ) д  +  ]>~^{у2п - і { г ) в  СОЭ2п в  +  У 2 п ( г ) 8 ' т 2 п в ) ,

1 1 = 1

1562-3076. Нелінійні коливання, 2013, т. 16, N° З
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де {j/njjJLo — розв’язки системи (6) - ( 8 ) з керуваннями {йп}^=1, за формулою (5) визна
чає функцію у(г, 9) є  C (Q ) f]C 2(Q).

Доведення. За формулами (12)-(14) шуканий ряд має вигляд

\  оо

ро9 + 9 /  Go(r, s ) u q ( s )  ds +  (р2п- 1 Г2п 9 cos 2п9 + (р2п Г2п + P2n-1  r2n In r) sin 2п9) +
0 "=1

1 г
+ 2 2  ® cos 2п9 — / sGn(r, s)v,2n-i(s) ds+

п = 1  П  Q

( i f  \+ ^ s in 2 n (9  — / sGn{r, s)v.2n(s)ds + — / sG„(r, s)ii2n~i(s) ds I • (20)
n=1 \  0 0 /

Функції r 2nsin2n9 і r 2n(lnr sin2n# +  9 cos2n9) є гармонічними, p Є С х([0,7г]), р(0) = О, 
отже, згідно з [6], перший ряд у (20) є функцією з класу C(Q) f] G2 (Q).

З леми 1 та оцінок (19Ї за ознакою Вейєрштрасса маємо, що у є  C(Q).
Залишилося дослідити рівномірну на [а, 6] х [с, d\ С (0,1) х (0,7г) збіжність рядів з 

похідних по г, 9 першого та другого порядку від функцій

і

Вп{г,9) — — / sGn(r, s\U,2n-i{s) ds9 cos2n9 = bn(r) 0cos2n9,
4 n J 

o

і

Gn(r,9) -  I  sG„(r, s)v,2n{s) ds sin2n9 = cn(r) sin2n9,
0

1

Dn(r,9) =  J  sGn(r, s)u2n-i(s) ds sin2n9 ~  dn(r) sin2пв. 
o

d d2З оцінок (19) одержимо, що ряди з похідних — , збігаються на Q рівномірно заоб ии
ознакою Вейєрштрасса.

Для будь-яких г Є [а,Ь], п > 1

Ьп(г) =  ^(r2 n - r ~ 2n) j  s2n+lU 2n-i(s)ds +  r2n j  (s2n+1 -  s1~2n)v.2n-i(s) ds

(21)
Г 1

b'n(r) = l ( r 2n~l + r - 2n~l ) J  S2n+1U2n-l(s) ds + І  Г2" - 1 j (S2n+1 -  e1- 2" ^ « - ! ^ )  dS
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(доданки, які не містять інтегралів, взаємно знищуються),

Г
Ь " ( г )  =  \  ( ( 2 П  -  1 ) г 2" - 2 +  ( ~ 2 п  -  1 ) г ~ 2п~ 2) І  з 2п+1 й 2п. 1 ( 8 ) (1 з +

о
1

+  і  (2п -  1 )г2”- 2 ] (в2"*' -  *1- 2")й2„_1(.) *  + й2„-,(г). (22)

[Jo

гг ~2п+1
Оскільки / А'2п+1 г/в =

2 п + 2 '

2 п + 2  г 2~ 2п/ „ ~2п+2
(82п+1 _ 1-2») д = _  1   +

'  1 -  п2 2п + 21 -  п2 2п + 2 2 — 2п

то існує С\ > 0 таке, що

Сл <у2п~1
К ( г ) \ <  ^  —  (ІР2П-!І + ІР2ПІ),

а отже, ряди £ “  2 ^  Вп(г, в ), £ " = 2  ~  С„(г, 0), £ г? = 2  ~  В„(г, 0), 2 ^  С’пСл Є)
збігаються рівномірно на [а, 6] х [с, гі].

а 271-1 д 2
З  ТИХ ж е  ОЦІНОК |Ь "(г) | <  С 2 гс'- ( | Р 2 п - і | +  1Р2т»|) ‘’ТаКИМ ЧИНОМ, рЯДИ 52^=2 д̂ 2 В^ Г' в)’

д2 П
^ « = 2  ^«(Г’ збігаються рівномірно на [а, Ь) х [с, гі].

Для функції <іп(г) маємо
Г Г

<Іп(г ) = ^ 5 Г_2П/  «2П+1“ 2 п -і(« )^  -  - ^ Г 2п J  6’2”+1М2„-і(«) С?6-+
0 0
Г Г

+ Г2п I  52п+1 1П5гІ2гг-і(5)<Іб- + Г2п ІІ1 Г J  в2п+1й2п- 1 (в) «І«—
0 0

г 2 Г
I  Й2п+1 1Пвй2п-і(в)о(в + -— J  52п+1гі2„ - і (5)гів+4п
о о

1 1

+  8 П 2 ^ " / 5 2П+1й2п-і{я)<І8 -  ^ г 2п I  52п+1й 2п-1 («)<*«+

Г V
1 1 

+ г2п I  Я2п+1 ІПЙ-йгп-Ця)^ + — Г2п ІПГ J  82га+1?72„_і(л’)(г5-
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і  і.

-  ^  г2п 1п в J  5 ~ 2п+1й2п-і(«) (Ів + ~  Г2п I  5 _2п+1 ІІ1 гй2п - 1  (з) СІв, 
г  г

г  г

еҐп (г)  =  ~ 4 ^  Г_2П_1/  (їв -  Г2п~ 1 У  82,1+1'й2„ - і(б ')^ +
0 о

г  г

+  І  г2""1 J  в2п+1 1п 5й2„_і($) «ІЗ +  (2ПГ2п~ 1 ІГ1Г +  г2”“ 1) J  52п+1й2п-і(й) Йв-
0 0

Г

+ ~ г -2"-1 J  32п+1 1пзй2п-і(5) <&>’+
0

Г

+  -^  (—2 т '“2"“ 11п г  +  г “2”“ 1) у  Л'2п+,й2„ -і(л -)^ +
о

1 т

+  Г2"“ 1 I  8 ~ 2п+1й2п-1(*)(1э  -  ~  Г2п_1 У  52"'ГІ'«2ге-і(б)<І5-і-
г  г

1 , 1 
+  ^ г2п-1 у  6.2п+11п5гІ2П-і(б') с?в 4- ~  (2ггг2”“ 11п г +  г2”“ 1) j  з 2п+1й 2П-і(^ ) Йз-

Г Г

1

(2пг2п" 1 ІПГ +  Г 2^ 1) У  5 " 2п+1Й2п^і(.Ь’) Й 5 +  
г

1

+  \  г 2п~ 1 !  5“ 2"+ 1 1пвй2„ -і(5 )г ів  Уг є  [а, 6].

1

4п

О с к іл ь к и
Г

і
о

то існує Сз > 0 таке, що

і г 2 п + 2

§2гг+1 1п 5 СІЧ =     Г2п+2 ІП Г
2п + 2 (2п + 2)2’

С  ГУ2п"~1
І < Ш  <  —  (ІР2П-1І +  ІР2ПІ).

9  5 2
отже, ряди Е “=2 ^ ;  А»(г> 0)> Е п = 2  °п(г, 0 ) збігаються рівномірно на [а, Ь] X [с, сі].
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Легко бачити, що існує С4 > 0 таке, що

q.2 п~ 1
K ( r ) І <  С-4— (ІР2»-!! +  ІР2ПІ),

д 2
отже, ряд Y^^=2 q^2 Dn{r, 9) збігається рівномірно на [а, Ь] х [с, d].

Таким чином, у є  C(Q) П C2(Q), і теорему доведено.

Зауваження. Якщо и(г, 9) є  C(Q) і з деякою константою С > 0 Vn > 1 : \un(r)\ <
(J

< -ô , то керування и є допустимим v задачі (1), (2), тобто відповідна функція у(г, в) з (5)
пг

визначає класичний розв’язок (1).

Висновки. У роботі доведено розв’язність задачі оптимального керування на класич
них розв’язках еліптичної крайової задачі в круговому секторі з рівністю потоків на ра
діусах та рівністю нулю розв’язку на одному з радіусів у класі розподілених керувань для 
квадратичного критерію якості.

1. Лионе Ж.-Л. Оптимальное управление системами, описываемыми уравнениями с частными производ
ными. — М.: Мир, 1972. — 414 с.

2. Егоров А. И. Оптимальное управление тепловыми и диффузионными процессами. — М.: Наука, 1978. — 
463 с.

3. Белозеров В, Е., Капустян В. Е. Геометрические методы модального управления. — Киев: Наук, дум
ка, 1999. -  259 с.

4. Капустян В. Е. Оптимальная стабилизация ограниченным сосредоточенным управлением решений 
параболической краевой задачи // Проблемы управления и информатики. — 1999. — № 6. — С. 58 -  67.

5. Капустян Е. А., Наконечный А. Г  Синтез оптимального ограниченного управления для параболиче
ской краевой задачи с быстро осциллирующими коэффициентами // Проблемы управления и инфор
матики. — 1999. — № 6. — С. 44-57.

6. Моисеев Е. И., Амбарцумян В. Э. О разрешимости нелокальной краевой задачи с равенством потоков 
на части границы и сопряженной к ней системе // Дифференц. уравнения. — 2010. — 46, № 5. — С. 718 -  
725.

7. Ионкин Н. И. Решение одной краевой задачи теории теплопроводности с неклассическим краевым 
условием/ / Дифференц. уравнения. — 1977. — 13,  №2. — С. 294 -  304.

Одержано 22.04.13

ISSN 1562-3076. Нелінійні коливання, 2013, т. 16, N -З


