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В И К О Р И С Т А Н Н Я Т Е О Р Е Т И К О - І Г Р О В О Г О П І Д Х О Д У В 
З А Д А Ч А Х С И Н Т Е З У О П Т И М А Л Ь Н И Х Р О Б А С Т Н И Х 
Р Е Г У Л Я Т О Р І В Д Л Я ОБ'ЄКТІВ, ЩО Ф У Н К Ц І О Н У Ю Т Ь В 
У М О В А Х Н Е В И З Н А Ч Е Н О С Т І 

О.П. Лобок, Б.М. Гончаренко 
Національний університет харчових технологій 

У статті розглянуто задачу побудови оптимального робастного керування у 
вигляді зворотного зв 'язку від стану лінійної динамічної системи, яке мінімі-
зує інтегрально-квадратичний функціонал при найбільш несприятливих збу-
реннях системи. Отримано однопараметричне сімейство мінімаксних регу-
ляторів, при яких заданий критерій не перевищує визначеного граничного 
значення. Оптимальне мінімаксне керування знаходиться шляхом пошуку мі-
німально допустимого порогового значення функціоналу за допомогою чисе-
льних ітераційних методів. 

Ключові слова: оптимальне управління, робастний регулятор, мінімаксний 
критерій, теорія диференціальних ігор, функція Гамільтона, рівняння Ріккаті. 
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

Більшість реальних систем або об'єктів керування функціонує [1] в умовах 
невизначеності, пов'язаної з недостатньою інформацією про об'єкт керування, 
неточністю його математичної моделі, вихідних даних тощо, тому завданням 
керування об'єктами, що функціонують в умовах невизначеності, приділялася і 
продовжує приділятися велика увага [2]. У пропонованому дослідженні роз-
глядається і пропонується розв'язок задачі побудови гарантованого керування 
лінійною системою, що знаходиться під впливом збурень невідомої природи, 
які належать до обмеженої області у вигляді заданого еліпсоїда. 

Постановка проблеми та аналіз останніх досягнень. Розглянемо динаміку 
стану об'єкта х{і) при керуванні гі(і) і зовнішніх збуреннях / 0 , / (/): 

=а(ох(о+я(о«(о+еддо, о < і < т, 
і аі (1) 

х(0) = і / 0 , 
де х(і) є К " — вектор стану; и(і) є К™ — вектор керування; / ( ( ) є Кг — не-
відомий вектор зовнішніх збурень, що діють на систему; / 0 є К/ — також 
невідомий вектор, що збурює систему (1) в початковий момент часу; 
А(0 є К"х", В(0 є К"хт, К(0 є Ки х г , Ь є Кпх1 — задані матриці. 

Передбачається, що область допустимих збурень задається у вигляді еліпсоїда: 

= { / : / = ( / о , / О ) , (Ро/о,Л) + | 0
Г И ' ) / ( 0 , / ( 0 ) Л ^ і } , ( 2 ) 

де Р0 = > 0, Р(і) = Р г (і) > 0 — відомі вагові матриці. 
Введемо [3] інтегрально-квадратичний критерій оптимальності: 

I(и^) = (Нx(Т)МТ)) + ^^{(С(0x(()М0) + (ти(0Мф(, (3) 

де Н = Нт > 0 , С(0 = Сг (0 > 0, £>(0 = £>Г (0 > 0 — задані матриці. 
Розглянемо таку задачу мінімаксного керування: знайти оптимальне керу-

вання и , що задовольняє умову: 

^ { и ) = т ї \ * и V I { и ^ ) \ , (4) 

д е І ( и , / ) —функціонал виду (3). 
Керування и іноді називають мінімаксним. Зазначимо, що в цій постанов-

ці операція зир гетит винесена з-під знака інтеграла і береться з урахуванням 
усього інтегрально-квадратичного критерію. 

Мета статті: визначення можливості застосування теорії оптимального ро-
бастного керування до синтезу працездатних (робастних) систем в умовах 
невизначеності. 

Виклад основного матеріалу. Для досягнення означеної мети перетворимо 
спочатку множину допустимих збурень 8/. Зауважимо[3], що будь-яка симет-
рична позитивно визначена матриця 1< допускає факторизацію виду 
Р = ФАФГ, де Ф — ортогональна матриця Ф ' = Ф г , яка складається з орто-
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

нормованих власних вектор-стовпців матриці Р, А = сіїа§(а,. А2..... ) — діа-

гональна матриця власних значень Xі > 0 матриці Р Якщо позначити 

Л112 = , то матрицю Р можна представити у вигляді 

Р = РУ2 • РУ2 , де РУ2 = ФЛ1/2ФГ ( Р і п = (ріп )Т ). 

Введемо тепер множину 0,п т виду: 

О . . =-
( а \ "о 

а{ 0 
: а0 є К", а (0 є Ц(0,Т); ат

0 а0 + ^ ат {()а(()сі( < <х>1, 

де 

П (0,Г) = {а: а = а{і) = {а1{і\а2{і\...,ап{і))т , а^) є Ь2(0,Г), / = 1,2,...,«}, 

і визначимо скалярний добуток норми: 

^ ат (ґ)Ь(ґШ. На"2 (.а,Ь) =ат
0Ь0 + ( ат (і)Ь(і)Л, ||а|Р ={а,а) = ат

0 а0 + ҐV (і)а(і)Л 

де Й = 

о "я,/я = а0Ь 

ап ^ 

а(0у 
п 

Г Ь Л "о 
6(0 

єП„ 

Якщо ввести позначення для вектора збурення 

Щ = Г Ц 2 & М * ) = Г У \ * ) т , (5) 

то ліву частину нерівності, що задає обмеження (2), можна перетворити так: 

(ГО/О, / О ) + £ И ' ) / ( 0 , / ( 0 ) СІЇ = ( Щ , Щ ) + 

(6) 

де м> = 
ГщЛ 

м>({) 
Таким чином, множину 8/ еквівалентно перетворили до множини 

виду: 

ІНІо,,.-1}-

Перетворимо тепер систему (1) і критерій (3). Якщо ввести позначення 

у(і) = 0У2(і)и(і), АЛ0 = В(()0У2((), Кк(() = К(()РУ2((), і№=№0-1/2,(8) 

то систему (1) можна записати так: 

аі (У) 
х(0) = АЛо> 
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

а функціонал (3) матиме вигляд: 

I(и^) = (Нx(Т)МТ)) + ^^{(С(0x(()М0) + (ти(0Мф( = 

= (Н1/2Х(Т\Н1/2Х(Т)) + \1[(оУ2{і)х{і),оУ2{і)х{і)] + (у(ОМО))^ = І М , (10) 

де V — вектор керувального ДІЯННЯ. 

Очевидно, що функціонал І(у,м>) можна представити у вигляді: 

/(У,И0 = (2,2)С = \\2\\ (П) 

ДЄ 2 = 

( НУ2х(Т) ^ 

ОЇП(і)х(і) — вектор контрольованих змінних (параметрів). 

Оскільки система (9) лінійна, то існує лінійний передавальний оператор 
1(г, який залежить від обраної стратегії керування, що відображає вектор вхі-
дних впливів м> є Сї1 г на вектор контрольованих змінних, г тобто 

2 = (12) 

Таким чином, функціонал (11) може бути записаний у вигляді: 

І(и,/) = І М = И = к и (13) 

Тоді, враховуючи відомі властивості норм лінійних обмежених операторів 
[4], отримуємо: 

з и р / ( « , / ) = зир ||Л„ (иО||д = зир ЦДДиОЦо 
/Є8/ М,є8„ п,п+т „ ||2 "Я, <1 

К И 
= зир -

м>єО,і г ,-и̂ О • - К І І О ' (14) 
РЯ 

де ||^у||а — норма передавального оператора І(у. породжена нормами прос-

торів • 
У підсумку вихідна оптимізаційна задача (4) зводиться до еквівалентної 

оптимізаційної задачі виду: 

У(у)= зир/ (у ,^) = ||ЛІ|2 ->іп£. (15) 
и ̂  Л' уєУ 

Для її розв'язання знайдемо спочатку субоптимальне керування V, що за-
довольняє умову: 

К І Г ^ У 2 , 
де у — задане порогове значення. 
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

Враховуючи, що зир 
К И 

• = < у2 . приходимо до еквівалент-

к И 
ноі нерівності -<у2або||Ду(мО|| 

>И 
2 II І|2 - у ш < 0 для всіх м> є Сії г . II ІК2/ г > 

Введемо такі позначення: 
2 II II2 

- у ми. (17) 

ОСКІЛЬКИ нерівність 3 (у,м>)< 0 повинна виконуватися для всіх и; є О 
то має бути справедливою і нерівність 

зир 0. 

Ч,г ' 

(18) 
жєО/, 

Таким чином, якщо керування задовольняє нерівність (16), то воно задо-
вольняє нерівність (18), і навпаки. Враховуючи вид функціоналу 3 (у,мі), 
керування V будемо знаходити з умови: 

іп£ зир 3 (у,м>) < 0 . (19) 

Керування V, яке є розв'язком останньої оптимізаційної задачі, називати-
мемо субоптимальним керуванням [5], параметризованим за параметром у . 
Враховуючи еквівалентність нерівностей (16) і (18), приходимо до висновку, 
що субоптимальне керування з останньої оптимізаційної задачі також забез-
печуватиме виконання нерівності (16). 

Для розв'язку задачі (19) можна використовувати теорію динамічних (ди-
ференціальних) ігор двох осіб з нульовою сумою і з ціною гри, яка визнача-
ється функціоналом: 

3. (20) ^ (у,^)=|лу(^)|2 -у2 імГ = \\2\\ 
2 II II2 

-У Н І * , Щ,г " II"» 
Першим гравцем (V — гравець) виступає конструктор, який за допомогою 

відповідного вибору стратегії керування намагається мінімізувати свій про-
граш при виборі стратегії. 

Конструктор використовує функціонал ./,, (У. И;) ЯК міру «вартості», пов'язану 
з вибором стратегії керування. Метою цього гравця є побудова регулятора V у 
формі (8), що мінімізує критерій ./,, (У. и-) за найбільш несприятливих вхідних 
впливів м>. Це гарантує якість виконання верхнього значення динамічної гри: 

г( у)= іп£ з и р Х ( у , ^ ) . (21) 

Якщо позначити г(у*) = іпО(у) або у* = аг§іп£г(у), то аналогічно з [7] мож-
у>0 у>0 

ливо довести, що (у*)2 = іпГ||Л ІГ або у" =іпґ||і?І|, де (у*)2 — мінімальне зна-* ч 2 

уєУ уєУ 
чення критерію (20) при найбільш несприятливих збуреннях м> <ЕО,ІГ . 
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

Враховуючи (12), перетворимо функціонал ^ (V, У\>) : 

2 II І|2 II \\2 
-у >И = г ' ІГІЬ „ ІГІЬ 

2 II II2 

-у Н о , 

= (Нх(Т),х(Т)) + {0 ( (С(0х(0,х(0) + {у{і)Афі -

"У2 ( К , ^ ) + /о ( ^ ( 0 , ^ ( 0 ) л ) • 

Перед розв'язком задачі іпґ зир ./,, (У. И;) зазначимо, ЩО 

(22) 

іпГ зир У (V, ІУ) = зир іпГ зир У (V, И') (23) 

і для розв'язку мінімаксної задачі іпґ зир ./,, (У. И;) використаємо міні-
^ ( О . П ^ о . Г ) 

максний принцип Понтрягіна, відповідно до якого побудуємо функцію Гамі-
льтона виду: 

Я(х, V, X) = (О(0х(0, х(0) + (у(0М0) - у2 И о , " ( 0 ) + 

+ХТ (0(Ж0*(0 + Ву (іЩі) + Кж(ґМО), 

де х і X задовольняють таку систему спряжених рівнянь: 

сіх(і) 
- = У-АН(х,у,щХ) = А ( ( ) Х ( ( ) + Ву(()У{() + Кк(()Н 0, 

а х(і) 
= -УхН(х, V, м>, X) = -Аг (іЩі) - 20{і)х{і), 

з такими крайовими умовами: 

х(0) = , Х(Т) = УХ(Т) [(Ях(Г), х(Г))] = 2 Н х ( Т ) . 

Оптимальне значення V (м>) визначимо з умови мінімізації (максимізації) 
функції Н(х,у,м>, X) за V (и1). тобто з умови: 

УуН(х,у,щХ) = 2у(0 + ВІ ( 0 М 0 = о, УкН(х,у,щХ) = - 2 У М 0 + = 0. 

Звідки знаходимо: 

у(0 = ~ВІ(0М0, ™(і)~КІ(ІЩІ) . 

2 2у 

Враховуючи (24), спряжена система перетворюється так: 
^ = А(і)х(і) -\вч{і)вт

ч №(()+-^здОЖО, 
аі 2 2у 

(24) 

ах(!) 
(25) 
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А В ТОМА ТИЗАЦІЯ 

х(0) = Ькщ,Х(Т) = 2Нх(Т). (26) 

Спряжену функцію а(/) цієї двоточкової крайової задачі знаходитимемо у 
вигляді: 

Ці) = 2Р(ґ)х(ґ), (27) 

де Р(ґ) — шукана матриця. 
Враховуючи спряжену систему (25), знайдемо похідну від функції (27) за (: 

+2Р(і) 

звідки отримаємо: 
( СІР({) 

А( 0х(0 --ву(0ву
г (040 + —кк(0К (040 

2 2 у 

= -2Ат (0Р(0х(0 ~ 2О(0х(0, 

1 
+ Р(0А(0-Р(0В^)ВІ (0Р(() + -^Р(0Кк(0К(0^(0 + 

V Л Г 

+Ат(і)Р(і) + С(і))х(і) = $. 

Враховуючи, що останнє рівняння має виконуватися для всіх х(0 , отри-
маємо: 
йР( 0 1 

+ Р(0А(0 - РШ (0 ві (0Р(0 +—Р(0КЖ (0К (0Р(0 + Ат (і)Р(і) + 0(і) = о, 
сіґ у 

а з (26) і (27) знаходимо початкову умову для останнього рівняння Р(Т) = Н.. 
Таким чином, отримали матричне диференціальне рівняння для матриці 

Р(0, яке відноситься до рівнянь виду Ріккаті: 
сР(і) ( 1 Л 

= -а' (0Р(0 - Р(0А(0 + р(0 Ву (0в' (0 ~—кк (0К (0 Р(0 - є(0 9 м> 
V У у Л 

Р(Т) = Н. 
Враховуючи співвідношення (24) і (27), остаточно отримаємо оптимальні 

значення для функцій V (і) ім> (і), які представимо так: 

у*(0 = -ВІ(0Р(0х(0 , ^(0=\кІ(0Р(0х(0. (29) 
У 

Значення функціоналу : . и 1 ) . оминаючи проміжні викладки, матиме 
такий кінцевий вигляд: 

^ ( У У ) = < ( ь і р т „ - у2Е)^0 • 

Тоді, враховуючи співвідношення (23), отримуємо: 

іпГ зир ./ (У. и-) = зир ] іпГ зир ./., (V. И;) >• = зир {./ ,(У" . И'") > = 
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= зир 
єК' 

{М>г
0(іІР(0)Ьк-у2Е)Щ}. 

ОСКІЛЬКИ шукане керування повинне задовольняти умову: 
іпГ зир ./ (V, и-) < 0, 

УЄІ™(°.І')и'єП; г 

(30) 

(31) 

то з (30) маємо зир (іікР(0)Ь№ - У2е)м>0 } < 0 . ЦЯ нерівність справедлива 
щєК 

тільки при виконанні умови: 

Ь І Р т к - у 2 Е < 0 , (32) 

тобто матриця - у2Е повинна бути від'ємно визначеною. В іншому 

випадку зир [і!к1'(0)І,к - у2Е^м>01 = оо , що суперечить умові (18). ВІДЗНа-
О̂ є д' 

чимо також, що при виконанні умови (32) зир [і!к1'(0)І,к - у2/'.) и;, | = 0 і 

досягається при значенні щ = 0 . 

щєК 

Висновки 
У статті запропоновано розв'язок задачі побудови оптимального робаст-

ного керування лінійною системою, що знаходиться під впливом збурень не-
відомої природи, які проте належать до обмеженої області у вигляді заданого 
еліпсоїда. Отримано однопараметричне сімейство мінімаксних регуляторів, 
при яких заданий критерій не перевищує визначеного граничного значення, 
що забезпечує їхню робастність. Оптимальне мінімаксне керування може бу-
ти знайдено шляхом пошуку мінімально допустимого порогового значення 
функціонала за допомогою чисельних ітераційних методів. 
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И С П О Л Ь З О В А Н И Е Т Е О Р Е Т И К О - И Г Р О В О Г О П О Д Х О Д А 
В З А Д А Ч А Х С И Н Т Е З А О П Т И М А Л Ь Н И Х РОБАСТНЬІХ 
Р Е Г У Л Я Т О Р О В Д Л Я О Б Ь Е К Т О В , 
Ф У Н К Ц И О Н И Р У Ю Щ И Х В У С Л О В И Я Х 
Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н О С Т И 

А.П. Лобок, Б.Н. Гончаренко 
Национальньш университет пищевьіх технологий 

В статье рассмотрена задача построения оптимального робастного управ-
лений в виде обратной связи от состояния линейной динамической системи, 
которое минимизирует интегрально-квадратичньїй функционал при наибо-
лее неблагоприятньїх возмущениях системи. Получено однопараметрическое 
семейство минимаксних регуляторов, при которих заданий критерий не 
превьішает некоторого граничного значення. Оптимальное минимаксное 
управление может бьіть найдено путем поиска минимально допустимого 
порогового значення функционала при помощи численних итерационньїх ме-
тодов. 

Ключевме слова: оптимальное управление, робастний регулятор, минимакс-
ний критерий, теория дифференциальньїх игр, функция Гамшьтона, уравне-
ние Риккати. 
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