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А ргоЬІет оп іИе зігеззес/ зіаїе о( ап 
еіазііс тесіїит \\пік а сопісаі сгсіск із ЗОІУЄС/ 

Ьу ехасі теікосіз о/ іИе Ііпеаг (Иеогу о/ 
еіазіісіґу. А1 /ігзі іке ргоЬІет із гесінсеїі іо 
ап іпіеггеїаіесі зузіет о/ раігесІ іпіе^гаї 
есріаііопз х\>іік гезресі Іо іке Ьеоепаге 
/ипсііопз, апс/ ікеп - іо а зузіет о{ іпіе§гсі1-
сІїЦегепііаІ ециаііопз геїаііуе і о ПУО 
ипкпомт /ипсііопз. 

Кеу Ц^огсіз: еіазііс тесііит, сопісаі 
сгаск. 

Розрахунок на міцність б\дь-

якої деталі конструкції з позиції 

статичної лінійної механіки 

руйнування включає три основні 

етапи: 1 розрахунок напружено-

деформованого стану тіла з 

тріщиною відомої геометрії при 

заданому навантаженні; 

2)визначення тріщиностійкості або 

в'язкості руйнування матеріалу: 

3)вибір критерію руйнування, 

відповідного до системи, що 

розглядається. Наші подальші 

дослідження стосуватимуться 

® М.А.Мартиненко, І.В.Лебедєва, 2003 73 
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першого етапу, який є найбільш трудомістким та найважливішим у даному 

ланцюгу. 

Експериментальний аналіз частин зруйнованих деталей показав, що початкові 

поверхні розриву суцільності матеріалу були не плоскими, а об'ємними. Зокрема, 

поверхні руйнування ряду матеріалів під відповідними штампами мають конічну 

форму. Тому в даній роботі розглядається напружено-деформований стан 

просторового тіла, послабленого конічним розрізом. Іншими авторами з 

використанням точних методів теорії пружності ця задача не розглядалася. 

Розглянемо пружний простір у зовнішньому полі осесиметричних сил, 

послаблений розрізом по частині конічної поверхні 5 (рис.І). Проекції векторів 

переміщень та зусиль в області V? запишемо у вигляді інтегралів Мслліна [ І | 

2Си[2) , +СІ-,{$)Ь]2; ~> ТТі 

2(7>/;} = - - [ М ^ - ч , ( 0 < Ке д <1). 1 тгі * (1) 

і/.) 

З ш - 4 \ 
+ 5 С 0 5 2 0 

т ) 
Ь22 =со$- «9Лл_, - ь ^ в і п ^ с о з Ж ^ ; /?*_,=/?*_, ( - с о з ,9). (2) 

Г(2) = - - \[с, , ; 
2 лі і/1 

2 лі(1 -

С/И = (А--!)/?]_, ; г/,, =Ф-1)З ІП5СО8І9 /? Д _ 1 + 

( 3 ) 

/77 — 1 -> 
2' • + ( а — 1)соз" & 

т 

т - 2 
сі,-, = - + (д -1 )со5 і9 

т 
а + с / ^ Я у з і п 2 <9+ соз2 (4) 

Тут (А) - деяка пряма, яка паралельна уявній осі комплексної площини і лежить 

у смузі .V, < К.ЄА < А2 , С2(Х), СІ2($) -невідомі Щ І Л Ь Н О С Т І , = / ? ^ , ( - С 0 5 і 9 ) --

функції Лежандра комплекснозначного параметра а. Ці ж компоненти в області 
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У і записуються у вигляді аналогічних інтегралів Мелліна, тільки необхідно 

щільності с2(з), а2(з) замінити на С](з), а,(5), а функції /?*_, замінити функціями 

Лежандра Р?і,(С03і9). Відповідно до принципу суперпозиції [2] граничні умови 

матимуть вигляд 

,0) //_ = и: ; м (2) . „(І) _ „(2) . г(І) _ г(2). г(І) _ 
«£"; = ї = ~рВр л г0 < г < 00, 5 = &0). (5) 

4 і ' = = / і ( О ' - = / 2 (г) , (0 < г < Г0, 9 = &0). (6) 

З граничних умов (5), (6) випливає, що Р^Р + = 0 , Рд]) + = 0 на всьому 

проміжку зміни координати г ( 0 < г < о о ) . Ця обставина, а також властивості 

інтегрального перетворення Мелліна [1] дозволяють отримати наступну систему 

алгебраїчних рівнянь з невідомими щільностями зовнішньої та внутрішньої 

задач 

с,(5)с,, +а,($)с, 2 = - с 2 ($)</,, -а2(<>)сІп , 

сі(з)с2-і+аі(5)с32=-с2(5)еі21-а2($)сІ22і (& = &0). (7) 

Після розв'язання системи, наприклад, відносно с2(з), а2(5), дістанемо 

с2 (з) = А2' [с, (з)е,, + сі} (з)еп], а2 (з) = А,1 [с, (з)е21 + а, (з)е22 ] , (8) 

де А, = ф - 1 ) - 2 
т -1 

ш 

- 5 ( 5 - і ) ^ . . , / ? . ; . 

+ 5 " (5 - 1) 2 3111 (90 СОЗ $0 ( /? ї Ч )" ; 

111 ~ 1 

>0* 

5(5 — 1) зіп ~ і90 - 2 
т 

т - 2 
+ ЗСОЗ" £ 

/77 

~ т - І ? 
2 — — + (5 -1 )соз" <90 

т 

2 5 зіп яз 
= 

я зіпі9п 

/77 - 1 /77 - 2 , , ч 7 „ 
2 + ( 5 - 1 ) с о з - &с 

/77 т 

5 2 ( з - 1 ) 1 зіп ( 9 0 с о з і ; 

3 / 7 7 - 4 ^ 
з + -

/77 ^ 

і =" 
2 з ( з - І ) 2

 : 

ЇЇ зіп ,9г, 
зіп я з ; />;_, =Р*_1(соз50); /?;_,=/?;_,(- соз6>0). 

Вирази для можна отримати з е п шляхом заміни функцій Ял.|, />І , -

/?'_, ВІДПОВІДНО функціями (-/?,.!) , (-Ру-і), , • 
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При розв'язанні системи (8) було використано рекурентні формули для 

функцій Лежандра [3.4], а також наступні рівності [3] 

2 

К (—созі90) = Рх(соз)созлз—£}Дсо8і90)зіп/й-; (10) 

(соз &0 ( - соз <90) + Рк_х (соз 3,)/?.;_, ( - соз 30) = - . 

7Г 31П іУ0 

Розв'язок системи (7) відносно с\(з), ал($) має вигляд 

= + « 2 ( ^ 1 2 ] ' = + а , ($)£•„], (11) 

де Ді утворюється з визначника Д2 заміною функцій / ? и /?'_, відповідно 

функціями (-Рл-і). | , а решта виразів в (11) дорівнюють £22 = 1̂1 ~ *-22 = л21 =-Є2 | . (12) 

Таким чином, якщо скористатися рівностями (8) або (11), то наступний 

розгляд задачі зводиться до визначення двох невідомих функцій С\{$). Аі(л) або 

с2{$), а2($). Незалежно від того, відносно якої пари функцій буде виконуватись 

наступне дослідження, остаточна розв'язальна система інтегральних рівнянь 

буде одна й та ж сама. Однак, при визначенні полів переміщень та напружень як 

в областях Ук, так і в є-околі граничного кола конічного розрізу, необхідно буде 

переходити від однієї пари функцій до іншої згідно з рівностями (8) і (12). 

Підставляючи (11) у вирази 2Си к и [М-Оом 2С?» ' ,"=— [[с,(.?)«,, )г с/х 

і задовольняючи решту граничних умов (6), (7), приходимо до наступної 

взаємозв'язаної системи парних інтегральних рівнянь, що містять перетворення 

Мелліна відносно двох невідомих щільностей а2($), с2{$) 

~ т і / . 

- ( .уЦ, ( 5 Ц , У - - / 2 (г) ; 
і 

- [[с, (.?)*/„ = - / , ( ' • ) , (0 < /* < /(,); 

зіпж[с'2(л')//п +о2(5)//,2]г~л'с/л: = 0 ; (13) 
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| д , з і п л х [ с 2 ( 5 ) / / 2 1 +а2(з)и22]г "сіп = 0, ( г > г 0 ) , 
(А) 

де 

"12 = 5 2 З І П 2 <9П - 5 -
3/77 - 4 

/77 у 

=6'(5-1)зіп190соз<90Ру_, + 5соз 2 За + 

Ф - І ) / ' , -

/77 - 2 

5соз 2 & + 2 
/77 - 1 

т ) 
; (14) 

т р и : С , = С , ( с о з 5 0 ) . 

Розв'язок системи (13) шукаємо у вигляді 

А"!'зіплз'[с2(5)г./н +а2($)и{2] = / , , Д ^ з і п лу[с2(л)и2і + а2($)и22 ] = / 2 . (15) 

де 

/, = —Л"1'5 ЗІП V / . ( 1 6 ) 
Г ( $ / 2 + 1) 

Невідомі функції (р(і), ц/(і) та їхні перші похідні вважаються неперервними при 

0< і < г0. Розв 'язок у формі (16) задовольняє обидва останніх рівняння системи 

(13) тотожно. У цьому легко переконатися, якщо підставити (16) у останні два 

рівняння (13), змінити порядок інтегрування по змінних л і і. а потім 

скористатися інтегралами 

І 
Г(1/2 +.5/2) 

У г 

4 і і к } и Г(1 + 5 / 2 ) 

2 Г ( 1 -5/2) '(• х~с!х 

& = Г Н Ь > і й щ (К.Є5 > - 1 ) , 
/•0- - г 

}- , (КЄ5 <1) , (17) 
4п Г(\/2-з/2) о д/г2 -х2 

де /У(г0 - / • ) - - функція Хевісайда. 

Розв 'язуючи систему рівнянь (15) відносно невідомих <>(5), с/-<5), 

дістанемо наступні вирази 

С ' 2 ( 5 ) = [ 5 ( 5 ~1)5ІПЛ5] ' { - 5 5(5 - 1 ) З І П г90 С О З 5ц Я Ч + 5 СОЗ 190 + 
/77 - 2 

я1 

/77 

+ 52 ЗІП <9п - 5 -
3/77-4 

/77 у1 

/77 ~ 1 
"І 2 + 5 С 0 ! Г ^ '̂(5 -

/77 
' Л-1 

/ , + ( 1 8 ) 

7 7 



Вісник Київського університету 
('ерія: </>ініко-машемашнчні науки 

2003,5 ВнІІеііп <>/ іііе І 'НІУЄГХІІУ о! КІСУ 

.Чегіс.ч: Пп\іс.\ А- Маі/іеіііаііс\ \сіе//се^ 

Після підстановки виразів (18) у перші два рівняння системи (13) дістанемо 

І 
— ([а зіп/та]4 (« , , / , щ,/2)г~*~,ж = -/](г), / т " (19) 
і/ТІ 

2 т 

а> 

|[а(а - 1)зіплу] 1 (а2]І] +а22І2)г * Ісіа = ~/2(г), (г < г0,0 < Яєа < 1), 

де 

(а2 - А + 1)зіп2 І90 - 2 — 
т 

+ а(А-1)СОЗ ' Ф ^ - Р ^ Х Л 

+ а 2 ( а - 1 ) 2 5ІП(90 с о з і 9 0 / ? л _ , , а2] = зап, (20) 

(2,у2 - 2а + і)зіп2 - 4 — 
/77 

+ А-(А-1)2(СОЗ2 <90+1)/?,_,/>_, + 

+ І 2 - А(А-1)зіп2 <90 +С082 

[_ /77 

Наступні перетворення системи рівнянь (19) основані на використанні 

інтегральних представлену 17), а також наступних залежностей 

Г ( 3 / 2 - а / 2 ) Г ( А / 2 ) 1-А зілля Г ( а / 2 ) Г ( 1 - А / 2 ) 

Г(1 - а / 2 )Г (1 /2 + а / 2 ) к [р ; , (0 ) ] 2 ' Г(1/2 + А /2)Г(1/2 - А/2) 

Г(1 - л / 2) Г (1 / 2 + а / 2 ) зіп па 

П. У 
= сіц — . 

Г(і / 2 - а / 2 ) Г ( 1 + А / 2 ) па Л - . ( 0 ) 
(21) 

Ці рівності отримано на основі співвідношень [13] 

2у 
РІ (0) = -^=СО5 

л/Л" 
г / 1 5 ^ г - + - + -
І2 2 2 у 

' А і Л 
1+ 

V 2 2 у 
, Г V - + А Г — - А 

П 
СОЗ/ГА 

Після підстановки (16) у (19) з використанням інтегральних представлень (17) та 

зміни порядку інтегрування . дістанемо наступні рівняння Абеля 

с/х 

о ліг' — Д* 0 
) У / = - г 7 , ( г ) , 

(і л/г" -.V" 0 
( 2 2 ) 
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де 
зіпі9р | хаи Г ( 3 / 2 - д / 2 ) Г ( д / 2 ) 

2/ . / ^ в і п л ї Г(1 - 5 / 2 ) Г ( 1 + 5/2)V ^ 

/ О 

5 І П ^ 0 Г Г ( 3 / 2 - 5 / 2 ) Г ( 1 / 2 + ^ / 2 ) Г Х 

_ 2 Г " ( / ) 5 3 І П Я 5 Г ( 1 - 5 ' / 2 ) Г ( 1 + 5 / 2 ) Ь 

з і п 9 0 Г А 2 1 [ Ф - 1 ) Г ' Г ( 1 - 5 / 2 ) Г ( а - / 2 ) 

сЬ, (23) 

21 
2 і 
^ [ 
/ 

х 

(і) зіпот Г ( 1 / 2 - 5 / 2 ) Г ( 1 / 2 + 5 / 2 ) І Ч / , 

з і п І 9 0 Г А 2 2 [ Ф - 1 ) Г ' Г ( 1 - Д / 2 ) Г ( 1 / 2 + І 7 2 ) _ ^ £ 

" 2'- ( і 

Ж 

с/л 
зіптв Г ( 1 / 2 - 5 / 2 ) Г ( 1 / 2 + 5 / 2 ) І 

Та властивість, що при л- = 0 , 5 + іт функціїР/і, (соз<9 0) , У?*_,(со5і9 0 ) є 

парними та дійсними відносно аргумента г [5] дозволяє перейти від 

комплексних інтегралів для І ,Д / ,х ) (23) до дійсних інтегралів по змінній г. 

ГІокладаючи в (23) 5 = 0,5 + ігта враховуючи, що інтеграли від непарних функцій 

у симетричних межах дорівнюють нулю, для ЬЦІ^Х) дістанемо наступні 

представлення 

7/х 
и \а, 

ЇЇ 

1 . 1 — СОЗ . ГІП - + Г31П г . / Ч гіп-
V *) 

СІТ , 

Ц2 
0 

М _ з г 2 

2Т 

\ 

1 Г • с т~ 5111 
V 4 І 1 

С08^ г 1п ^ - зИїїТ зіп^ г 1п — 

К г , + ИИЇЇТ с о з Г і гіп-
V 

(24) 

СС — 

Г і ^ г і 0 ГІП — 
(1 Л 

Г і 0 ГІП — ІХ г — Ь Ь Ї Ї Т зіп 
г і 0 ГІП — - — + СТЛ/ГГ соз Г і 0 ГІП — 

0 1 2 ^ 1 х) и ; V X) -
СІТ. 

и , = 
л 

т 
\а22 — соз( ГІП — | + гзіп( ГІП — СІТ . 

а и зіп <90 
де СС|і — г т> ' — , і 

ап зіп 90 

СИ'ЇЇТ{Т~ + 1/4) 

а 2 2 зіп .90 

«21 = 
а 2 [ зіп <90 

СІГЇЇТ(Т- + 1 / 4 ) 
( 2 2 ) 

а-п = 
(г 2 +1/4)" Р -0,5+/г (0)]2' 
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Зазначимо, що у рівностях (24) а ц визначаються формулами (19), в яких 

необхідно покласти 5 = 0,5 + іт. 

Дослідимо асимптотичну поведінку підінтегральних виразів (24) при 

достатньо великих т, а також їх особливі точки на скінченному інтервалі [0; г0]. 

З властивостей функцій конуса випливає, що інтеграли (24) існують на 

довільному скінченному інтервалі. Для дослідження збіжності інтегралів при 

г » 1 скористаємось асимптотичними формулами вигляду 

р ! 0 . 5 ^ ( 0 0 8 . 9 ) * 

, З г 8 + 15г 3/(32 + 3 5 г ) 4725/4 + 6000г+ 1216 л , 1 — ... т— — + 0(т ) 
4іл зіп & [_ 8г 2і т2 2™Xі 2і V 

Легко показати, що при г » 1 

аи «1 + 3>„/8г2 = а п , а]2 « 4ае~ЇЇГт~г =ап, а'2] « Аае~пт = ос'^ . 

.,_•>_• „ п пі-4 , 3пі + 16 
« 1+йг " = а г „ , ( = сГ89, /0 = с/£<90, а = /(), А = . (26) 

4/гот 8 пі 

Додаючи та віднімаючи під знаками інтегралів (24) асимптотичні доданки (26) і 

використовуючи наступні інтеграли 

|сОз(г ІП У х р т = 7гг>(іп КІ5 {І - X) , | г 1 5Іп(г ІП у / р т = ^ 5 § п ( / А'). 
о ' 0 

|г5ІП(г 1п / х]сІт = -л8\пІ (іп/ - ІПх) = - к / 2 ~ х ) ~ ^ ' 2 - -V)]-

дістанемо такі вирази для ЬЛі ,х ) 

1 
2 V дг; 

І и ( / , .у ) = 7/х 1п 

£р(/,л') = -2а тіл! їх 

І,, (/..V) = -2сі7і4іхд 

- я ІІ1/ + Кп(/,х), 

о 1п — 
ч л-; 

1п — 
V 

V А' 

+ к І 2(/ ,х) 

-К2[(і,х), 

(27) 

/ , „ = л/7х 
л-; 

— £ 2 Г І П - 1 

V х) 

де регулярні доданки К0(і,х)знаходяться з невласних інтегралів 

8 0 
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Зегіех: РНухісх & МаїНетаГісх Ясіепсех 

= + ~ [ < • ( « ; , - 1 ) 0 0 5 
16 3 1 

4їх' 

2 л 
( ^ О гш — V X) 

+ 2 а , 
З / , 

? л 

8г' 
гзіп| гіп — \ \с!т. 

іп — 4 г— 
Кр (л Л-) = - 3 г0 УІїх 3§п(/ - х) + 

8 т 

4 - V ( X 
' , - /77 — 4 ^ 

а^т' зИкт + ( 
о V 

гх \а'гт\ч/ілт 

2тп 'о 
У 2г 

-зіп г . о гіп — 
V х) 

С О З гіп — 
ч X. 

сі г 

/ 0 ґ 
зіп гіп — + 

) 1 х) ч 

з 
2г 4 г 

узИлт • 
8 г 

СОЗ гіп с/г. 

/77 — 4 /— 
/С21(/,х) = /0 л//х з§п( / - х) + 

8/7? 
X/ 

+ Л / / Л ' 
/77-4 

0 V 

- V/X |<221 

«Ті5/7ЛГ + — / 
2/3777 

С О З Г і о гіп — 
І 

1 . 
+—ЗІП 

2г 
гіп— 

V х) 
сіт (28) 

ГЗІ11 гіп 
І 

X) 
— С О З 
2 

( . О гіп — 
V X) 

СІТ. 

і ( 
К„(их) = -ь4їх з § п ( / - х ) + — ^ Ша',2 -1 )соз 7 2 7Г 3 І 

( 1 о гіп — 
І X) 

+ 2 а-,-,-1 - гзіп ГІП 
г" У 

с/г . 
-V/ 

Розглядаючи (22) як інтегральне рівняння Абеля відносно виразів у 

фігурних дужках, дістанемо наступну систему взаємозв'язаних інтегро-

диференціальних рівнянь відносно функцій (р(1), ц/(і) 

/77-4 

2/77 
х ( х » ' + - ^ - - / 0 х 2 ( / / ( х ) + А",, х) мр{і)Кп {1,х)]сіі = /Г, (х), (29) 

( 2 у 
х ( х V/) — — 

2 / 7 7 

•и 
/ 0 х 2 <?(х ) + Ж 2 1 * ) "НК' Ж22 (л * = ( V ) 

2 сі хпґ/\(и)сІи 2 сі \іг/,{и)сіи 
, /г2(дг) = —— - -

77" ГІЛ' * ^ ^ о л / х 2 - м 2 ' 2У ' ^ ^ ' о л/х2 — //" 

При чисельному розв'язанні системи (29) зручно ввести заміни 

х2<р = <р ,Х2|// = {[/ . 

Чисельний розв'язок системи інтегро-диференціальних рівнянь (29) можна 

провести одним із методів, достатньо висвітлених, наприклад, у [6, 7].Знайдені 

допоміжні функції ср{і) та ц>{1) дозволяють дослідити напружений і 

деформований стан у довільній точці областей У} і У2 .Для цього достатньо у 
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формули (1) і (2) замість коефіцієнтів а^(^), с?(.ї) підставити їхні вирази через 

інтегральні оператори (18), а потім виконати відповідні обчислення. В 

точках, розташованих на деякій відстані від граничного кола конічного розрізу 

чисельне підсумовування дає достатню точність та гладкість результатів і 

відображає реальну картину напружено-деформованого стану в тілі. При підході 

до конічного розрізу обчислення, наприклад, полів напружень прямим 

інтегруванням стає складним, а в безпосередній близькості до розрізу -

неможливим, оскільки значення інтегралів при 0 (5 -найкоротша відстань 

від точки граничного кола конічного розрізу ) прямують до нескінченності. 

Дослідження полів напружень і деформацій в околі граничного кола 

розрізу є досить складною, але необхідною задачею. Потрібно також знайти 

формули для обчислення коефіцієнтів інтенсивності напружень, величини 

розкриття тріщини та інших характеристик механіки руйнування. Це буде 

зроблено у наступних повідомленнях. 
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