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Пусть , Q ~  й гъ{[о .€*[о4{§ъ№ т ч м ъ  квадрат в плоскости 
1-удем рассм атривать  действительную функцию U.*f(x,y)> кото­
рая обладает следующими свойствами:
1\ почти всюду дифферениирус а по % и по ^  '
2 )  обладает jv  -свойством  на почти в с е х  горизонтальных и ве^ 

тикальных прямых X/ц, = c o n ï i .
Назовем такую функцию -функцией.
Обозначим чер ез  Ë t  уровень функции /  , со о тв етс  уюший зн а ­
чению то  есть  множество тех  точек из Q , г д е  f ( i )  Ь 

Через = мы обозначим линейную меру Хауодорфа

множества л
Т е о р е м і .  Пусть f  -  непрерывная функция и ( х ~  

множество тех  точек, в которых /  дифференцируема и у г а с ім о  
Пусть Т  -  м нож ествоЧ ех t  на оси Ом , для которых 

7 ( (£ *П & )> о  . Тогда m e s T  = 0
Легко убедиться, что д о к а зат е л ь с тв о  теоремы I  анало­

гично приведенному в С 2-І » В этой же работе д оказан а  теорема 
о структуре компонент уровнен для случая дифференцируемых
функций. ( . .заы вается ,  что эта же теорема справедлива и для.
ЮЛ -функции, что мы и покажем в этой с т а т ь е .

Пусть /  , определенная на Q P есть  фл/ --функция.
Рулем говорить, что значение ^  = ^ 0  регулярно, еоли функция 

/ / * < ? • )  /одного  переменного/ почти всюду дифференииру- 
ма и обладает -.свойством ; 
аналогично лля случая X = X.

Л е м м а .  Обозначим ч ерез !у0 множество таких с 
на оси Оа , что найдется точка , для ко^о] ли рынол-

нено одно из условий; ,
1 .  Частная производная / л не сущ ествует ,
2. Частная производная ÿ '  существует и равна нулю.
Тогда, если значение ÿ0 регулярно, то m eïT ^  = 0  
Такое же утверждение имеет место и для множеств 7 х 0



определяемых аналогично.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусті, значение у а регу­

лярно. Тогда функция как функция от X , диффе­
ренцируема почти всюду и обладает / /  -  свойотвом.
Обозначим ч ер ез  ..ножество точек, где функция / ( * ф )  не
имеет производной : Функция /{*<$•) отобразит множест­
во на множество оеи @и также меры нуль.

Пусть, .д а л е е  , Ну. -множество тех  точек х  е Со, / 7 ,
в которых ^ ( х ф )Г  существует и обратаетоя  в нуль.
Зафиксируем произвольное £ > о .  г* г
Для произвольной точки X 6 Ну, найдется =  о(х) > о  
т а к о е ,  ч то  для в с е х  х '  6  Гх  - £ *  , Х#-£*7 имеем 
(I) со ( I, ') ?
где с о ( £ , х )  -  колебание /  на £. х -  * *  / *  +  •

Другими словами, //ус покрыто отрезками * * * * 3
в смысле Витали. Найдется поэтому система {С(х)}*{£ *«'£ *., 
непереоекйюедихся отрезков  .к ото рая
п ск г^ вает  почти вс е  множестве -£р(*)пНу0] и  Нуа
где «1Є.? = О . Д

Обозначим ч ерез  7^. образ множества
при отображении £ : Туа = ^ . У ч и т ы в а я ,  что £ .^ ХкИ ,
суммируем ( I )  по К

( 2 )
Но л евая  часть  неравенстве ^ 2 )  не меньше,чем ме^эа образа 

покрытия множества/"^.системой (Г(х) , З н в 'хг^ ,  »7«5 7^„ <: £ _  
Из произвольности £  следует , что /ПЄ5 7уа -  О .

Из в с е г о  предыдущего с л е д у е т ,ч т о  мерч множества Т у . ,  
которое является  объединением множеств ) Тц, ' И ,  
рачна нулю : Тцв х  О .
Аналогичное д о к а за т е л ь с т в о  имеет место для множества ' х . .

Обозначим через \Ы( (і)с: Е± множество точек, для которых 
выполнено одно из условий леммы относительно переменной 
аналогично определим множество '>Уг {±} с- ^ 4 »  заменив у  на X.

Следующая теореме даст  нам возможность привести харак­
теристику компонент для почти * с е х  уровней 2>Д' -функций.
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Т е о р е м а  2 . Пусть /  е с т ь ^ у н к ц и я ,  заданная на 
Q и т  ,  и М - е е  инфимум и супремум.

Тогда"мнажество Т *  тек t  е [п ,М ], для которых про­
екция \Л/^*) на ось Ох , а т'-кже проекция * / г (i)  на осьО^ 
имеют меру нуль, является  множеством полной меры на Г т , Л О ,  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим систему /?с 
прямых X- с . параллельных оси . Пусть Тс -  мно­
ж ество таких уровней £  , что пересечение П Р  содержим 
точку, В котрой выполнено условие I  или 2 .  По лемме MHO" 'C T B 0 

Тс, имеет меру нуль для почти любого С.
Пусть Р -  множество точек ( X *, В плоскооти 

так и х ,  что пересечение Еt ft t ,  содержит точку, в  которой выпол- 
^  нено условие I  и 2 .

Воспользуемся отображением ¥ ( * 1# } -  X +  I ^  (X, %) \ ПРИ 
этом плоскость х Оу мы рассматриваем как комплексную плос- 
к о о т ь .  Это отображение представляет собой проекцию поверхнос­
ти , определяемой функцией /  н а  ПЛОСКООТЬ (х ,и )’ Нетрудно 
п о к а за ть ,  ч .о  отображение V обладает плоским Ж  -сво й ством .

В самом де; .л е г к о  в и д е т ь ,ч т о  произвольное замкнутое множест­
во t>c Q меры нуль отображается в замкнутое множество плос­
кости (K ,U )  также меры нуль;
действительно, э т о  следует из т о г о ,  что почти каждое сечение Р 
замкнуто и меры н^ль, и на почти каждом сечении /  обладает 

/ 1 / - свойством. Отсюда с л е д у е т ,ч т о  почти каждое сечение зам­
кнутого множества Ч>(Р) имеет меру нуль, и ^ (Р ) -меры нуль. 
Используя рассуждения Лузина, приведенные в С 3.1 , нетрудно 
теперь п о к а за ть ,  что образ каждого множества меры,нуль в Q 
при отображении у* имеет меру нуль в. плоскости (х,м.)

ТЬк как указанное выше множество Р  имеет меру н у л ь ,то  
при отображении оно отображается на плоскость  (к ,и )
во  множеотво меры нуль. С л ед овательн о ,о трезок  содержит
множество 75 полной меры так ое ,  что каждая г чмая
п ер есекается  с Р по множеству меры нуль.

Рассматривая систему £  прямых у  а  с ,параллельны х оси Ох,
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приходим к множеству Tz .такж е полной меры на С ^ ,М З  
Множество T ^ T in T i  и будет удовлетворять  условиям теоремы.

Теперь мн покажем, что у £>/V~ функции д вух  переменных 
f!04TV пс е  компоненты у ро вн я  л ок ал ь н о  с в я з а н ы .

Т е о р е м а Э .  Пусть {. езль  функция, законная
не Ö и / “^множество, определенное р формулировке теоремы ? ,  
Тогда для каждого t  <= 7 ’ *все  компонен ч уровня £ t  локально 
связаны.

д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть К -  некоторая fcf  
компонента, не локально с в я з а н а .  Torna К  содержит континуум 
конденсации Ц (, т . е .  существует сходяшаяся последовательность

подконтинуумов К *  , К * Л Km =  Ф, ( > * * * ) ,  d{k.)'Z$e > 0 ,
Возьмем Л] точки 2 , и г ,  .Принадлежащие . По крайней 

М и р р ,Я°е из кос] ’’ Инат 2  различны; п 'о т ь ,  *ля  опгегеленчос-  
ти Rt 3 , -  X, <  Хг = Re г / .  Tof'"a для л»;бой прягсй £ и 
( х * х . ,  Xfa .< X ,) c'?"!ec;nveT п е с п г * с ^ т « л ь н с с т ь  ( е  К „ > 
сходящихся к точке к '  Поэтому частное производное
число по ^ функции во в с е х  точках конденсации ранне нулю, 
и произвс мая функции /  по ^  либо не сущ ествует,либо су­
ществует и равна производному ч и с л у , т . е .  нулю.

Но ч асть  континуума К‘ , нвходяшаяся между точками £, и 
г г проектируется на множество оси Ох .содержащее полный от­

резок. СХ(,Хг] ,
Это противоречит утверждению теоремы ? .
В дальнейшем воспользуемся р е зу л ь т а т а 1«' , изложенн ыми 

в р аботах  П.С.Урыоона о локально связанных континуумах.
Из них следует следующее утверждение:
Ограниченный локально связанный континуум,не являющийся прос­
той дугой или гомеоморфом окр” 'м ости , содержит точки «е т в л е -  

нич.
Пет'видем теперь непосредственно к до к а зат ел ь с тву  основной

теоремы. я .
Т е о р е м а 4 .  Пусть /  есть  » / /  -функция и J  сЬ *,М ] 

множестве, определенное в теореме 2 .  Тогда,при t  е Т все 
уровни Et содержат лишь следующие компоненты :



хУ^гомеоморфы окружностей ;

2 )  простые ЛУГИ / с  конце ИИ не г  р е н и и « / ;

3) Т О Ч К И .

При этом для каж дого ± € Т *  м н о * е с т » о  олноточечных 
компонент п р о ек ти р у е тся  нч оси Ох и Су в о  множество ме­

ры НУЛЬ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г *  ^ + -одноточеч­

ная компонента уровня . Гогла в *  ° бе частныв ПР°~
из^олные обращаются я нуль, либо не сущ ествую т.
С о гл асн о  теорем е  2, множество в с е х  т ак и х  г  лля любого у р о в ­
ня £й п р о ек ти ру ется  нч оси Од и Ср во  множества меры нуль .  
7 в л е е ,  с о г л а с н о  тео рем е  3 ваделим множество Т  уровней  на 
оси Си . ял я которых любчя компоненте л окально  с в я з а н а .  
И зв е с т н о ,  ч т о  система непересекаю чихся континуумов^на плоскоо- 
т и ,  содержащих точки в е т вл е н и я ,  не бол ее  чем сч ет  н а .
Г (означ им  ч е р е з  У  -м н ож ество  уровн ей ,  коте* не ийеют течки 
в е т в л е н и я .  П у с т ь  Т * =  Г ' Л ^ о т а ,  и сп о л ьзу я  утверждение Ури- 
сона ,  заключаем, ч т о  лля в с е х  1 6 Г *  уровни Еь солержат 
в о т ч е с т в е  компонент ли':ь гомеоморфы окружностей, простые 

Луги и огноточечнне КГМПСНв; I.
•Устным случаем 2>Ж Чун;;иии  являются {ун хни и, ул о п л ет-

'5сг^^'^ие условию Л и паи на.
ГлП ЛИПШИ'!е'п!,'Х , У И/.ии И!'С‘ т  место
с  л е " с  т  « Г . П - о г ь  { ( , С , р  ча Ц . ?игтп
, и : ; :  ,,С(. уп(Л‘;и £4 с с от оят из компонент, <от©рне являются 

Г0ГР0*'0|'Ф*ЗУИ с ( [ У з  остей “
2) простыми дугами„ли<о,'
3 }  точками.
Fля почти кч «аого уровня множество одноточечных компо­
нент проектируется на каждую прямую /  в плоскости  кОу > 
во множество меры нуль.
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